Séries de Fourier

Développements

Exercice 1. Développements
Calculer le développement des fonctions f 27-périodiques telles que :
1) f(x)=m—|z| sur | — m,7[. 2) f(z) =7 —x sur |0, 27|. 3) f(x) =22 sur |0, 27
4) f(z) = max(0,sinz). 5) f(x) = |sinx]3.

Exercice 2. Chimie P’ 1996

Etablir la convergence puis calculer /2 sin(nt)

=0 gint
En déduire les coefficients de Fourier de f : f(t) = In|tan(t/2)].

Exercice 3. Chimie P 1996
Développer en série de Fourier f : ¢ —

dt.

1
1 —cosacost

relation de récurrence entre les coefficients & partir de (1 — cos accost) f(t) = 1.

Exercice 4. Mines MP 2002
Soitae]—1,1[etg: z—

avec 0 < a < w. Indication : on pourra utiliser une

1—acosz
1—2acosz + a?’
1) Prouver : Vz € R, g(z) = > .7, a" cosnz.
2) Quel est le mode de convergence de la série ?

3) Soit f: R — C continue par morceaux et 2mw-périodique. Montrer que h : x +— ftzzwo gz —1t)f(t)dt est
somme d’une série trigonométrique uniformément convergente. Que peut-on déduire pour h 7
4) Soit A € R. Trouver toutes les fonctions f : R — C continues par morceaux et 2m-périodiques telles

VreR, f(2) =X [T gl — ) f(t)dt + 3077, ©5PL.

Exercice 5. Usage d’une série entiere
1) Existe-t-il une fonction f : R — R continue telle que les coefficients de Fourier soient : a, = 1/2™ et
b, =07

2) Application : calculer [T —dL
) Application : calculer [ S p—
Exercice 6. 1/(cosz + cha)

Soit a > 0.

1) Développer en série entiere : f(z) = 1

T+ e’

2) En déduire le développement en série de Fourier de g(z) = 1

cosz +cha’

Exercice 7. Décomposition en sin®

Montrer que : Vz € R, |sinz| = Z sin® nx.

n=lyp? 1’

Exercice 8. DSF de f x g, Mines PSI 1998

Soient f,g: R — C continues 2w-périodiques. On pose pour z € R : h(z) = L r2m

57 Jizo flx—t)g(t)dt.

1) Montrer que h est 2m-périodique, continue, et calculer les coefficients de Fourier exponentiels de h en
fonction de ceux de f et de g.

2) Pour g fixée, déterminer les valeurs et vecteurs propres de f +— h.

Exercice 9. DSF d’une série
2
On pose f(z) = > 2 e~ (@=2nm)" - Montrer que f est définie sur R, 27r-périodique et de classe C!.
Déterminer sa série de Fourier.
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Calcul de séries

Exercice 10. Calcul de séries
Soit f la fonction 2m-périodique telle que : Va € [—m,7[, f(z) = €*.
1) Chercher le développement en série de Fourier de f.

2) En déduire les sommes des séries : S =3 > | %ﬁ-l et 8" =5, %
n n

Exercice 11. Y, ﬁ—!—az (Centrale MP 2003)

1) Soit a € R. Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique valant e® sur ]0, 27].

Soit a € R. On pose I(a) = fuiog % sin(au) du.

2) Exprimer I(a) sous forme d’une série sans intégrale.
3) Calculer f;og e~ " sin(au) du.
4) Conclure.

Exercice 12. > °° ﬁ (Centrale MP 2000)

n=1

1) Donner le développement en série de Fourier de la fonction 27-périodique définie sur |0, 27| par f(x) =
e avec a # 0.

2) Calculer 3 -, ﬁ. En déduire }°, -, %
. a
3) Que vaut limg— 40 Zn>1 P ?

Exercice 13. Calcul de séries, Matexo
On considere la fonction 27-périodique sur R définie par f(z) = xsin § si 0 < 2 < 27.
1) Calculer les coefficients de Fourier de f.
2) Quelle est la nature de la série de Fourier Sy de f ?

(_l)n—l

3) En déduire la somme de la série > | VI R
n2 —

Exercice 14. sin(wa)/ma
Soit a € R\ Z.
1) Développer en série de Fourier la fonction définie sur [—m, 7] par : f(x) = cos(az).
2) Soit g(t) = >_02, In(1 — t?/n?). Justifier existence et la dérivabilité de g et la calculer.

. 2
Exercice 15. Y | sinn _ s sinn
=1, =1,

T—=X

1) Développer en série de Fourier la fonction f, 2w-périodique telle que f(x) = pour 0 < = < 27.

2) Donner les développements en série de Fourier de f(z + 1) et f(x —1).

3) Montrer que 72, S22 — ¥ s,

n n
Coefficients de Fourier

Exercice 16. f(xz + )
Soit f : R — R, 27-périodique continue par morceaux. Que peut-on dire des coefficients de Fourier de f
sil'on a:
1) Vz eR, flx+m) = f(x)?
2) Ve eR, fz+m)=—f(x) ?
Exercice 17. f est-elle m-périodique 7
Soit f: R — R, 2w-périodique continue. On note ¢, les coefficients de Fourier exponentiels de f. Montrer

que f est m-périodique si et seulement si ¢ est nul pour tout &k impair (noter que la série de Fourier de
f peut ne pas converger vers f).
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Exercice 18. DSF de f’
Soit f : R = R continue, 27-périodique de classe C' par morceaux. On note ay, by les coefficients de
Fourier de f. Calculer les coefficients de Fourier de f’ en fonction de ceux de f. En déduire que kay, k—> 0
—00

et kb, — 0.

k—o0
Exercice 19. DSF de f’
Soit f : [0,27] — R de classe C*. On consideére la fonction g, 2r-périodique coincidant avec f sur [0, 27].
Soient a,,, b, les coefficients de Fourier de g.

1) Montrer que a, = o(1/n) et b, = J(0) = f(27) + o(1/n).

™
2) Donner le développement en série de Fourier de ¢'.

Exercice 20. DSF d’une primitive de f
Soit f continue 2w-périodique, F'(x ft _o f(t)dt, an, by, les coefficients de Fourier trigonométriques de f

et C = ift:o T —1t)f(t)dt. Montrer:

Vz eR, F(z) = “;x +C+Zanblnnm—b cos N

n=1 n

Exercice 21. Concavité, ENS
Soit f : R — R continue 27-périodique paire dont la restriction & [0,27] est concave. Montrer que les
coefficients de Fourier trigonométriques de f vérifient : ap < 0 pour k > 1.

Relation de Parseval

Exercice 22. ENS MP 2002
Soit f :[0,1] — R de classe C? telle que f(0) = f(1) = 0.
1) Montrer que 'on peut prolonger f en une fonction impaire et 2-périodique.
2) En déduire l'existence de ¢ > 0 indépendant de f tel que || f]|co < || f”]|2-
Exercice 23. Inégalité de Wirtinger
Soit f : [0,27] — R de classe C1 telle que ft o f(t)dt =0et f(0) = f(2m).
Montrer que ﬁ:o 2 de < t=0 f’2( t)dt et determmer les cas d’égalité.
Exercice 24. Inégalité isopérimétrique
1) Soient f,g deux applications 27-périodiques réelles de classe C!.
Montrer que : 2f027T fo < [FT 7+ f% 2
2) Soit I" un arc C!, fermé, sunple de longueur 2m. Montrer que 'aire du domaine limité par I est
inférieure ou égale a .
Exercice 25. |f"| <|f]
Trouver les fonctions f : R — R 27-périodiques de classe C? telles que ff:o f@)ydt=0et || < |f]-
Exercice 26. Calcul de (f | g)
Soient f,g : R — C 2w-périodiques, continues par morceaux. On note cn( f) et cn( ) les coefficients de
Fourier exponentiels de f et g. Montrer que : oo en(fen(g) = 1 f t) dt.

n=—oo

Exercice 27. Une série trigonométrique qui n’est pas une série de Fourier

On pose f(z) =Y 0, %

1) Montrer que f est bien définie sur R, 27-périodique et continue sur R \ 27Z.
2) Calculer lim,_, o+ f;;a f(t)sin(pt) dt et en déduire que f n’a pas de développement en série de Fourier
(et donc n’est pas continue en 0).
Exercice 28. X MP* 2001

Soit a > 0 et f continue sur [0,a] & valeurs réelles.
On suppose que pour tout z € R on a fta:O f(t) cos(xt) dt = 0. Montrer que f est nulle.
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Convergence

Exercice 29. Phénoméne de Gibbs pour sin kx/k

Soit fn(x) => 1, sinkkx.

1) Calculer 'abscisse, 2, du premier maximum positif de f,.
2) Déterminer lim,, o0 fr(24).

Exercice 30. Convergence uniforme
Soit >~>7 , (an cosnz + by, sinnz) une série trigonométrique convergeant uniformément sur un intervalle
[, B]. Montrer que les suites (a,) et (b,) tendent vers 0.

Exercice 31. Convergence uniforme
Soit (a,) une suite décroissante de limite nulle. Montrer que la série Y - | a,sinnz converge uni-

formément sur R si et seulement si na,, — 0.
n—r 00

Pour le sens direct : utiliser le critére de convergence uniforme de Cauchy et I'inégalité : sinz > 2z /7
sur [0,7/2].
Exercice 32. Fonction continue dont la série de Fourier diverge en 0

1) Soit f : R — C paire, 2m-périodique, telle que, pour tout = € [0, 7], f(z) = Z;O:1 I% Sin((2p + 1)%)

Vérifier que f est deﬁnie et continue sur R.
2) Soit Ag = = fo t)dt, pour n € N*, 4, = 2 fo ) cos(nt) dt.

Pour v € N, on pose ag, = fo bln( 2v+1): ) dt et ay, ., fo cos(nt) 51n<(21/ +1)2 ) dt.

Pour ¢ € N, on note s4, = Zg:o a;,. Montrer que si v est fixé, s, , —> 0. Calculer explicitement
n— oo

les ay, . En déduire que, pour tout ¢, pour tout v, sq,, > 0, et prouver que maﬁ)l((sq_y) = Sy.
q€ i
3) Montrer qu’il existe B > 0 tel que, pour tout 1/ 1,5,, 2 Blnv.
4) Montrer que, pour tout n € N, A, =2 Zp 1 2 Ay gp?—1-
5) Pour n € N*, on pose T, = T Zk:o k- Verlﬁer que T}, = Z;il }%Sn op5—1- Montrer qu'il existe
D > 0 tel que, pour tout p > 1 Ty3-1 = Dp, et constater que la série de Fourier de f diverge au
point 0.

Exercice 33. > >~ R(n)e'™®, R = fraction rationnelle
Soit R une fraction rationnelle a coefficients complexes, de degré strictement négatif, n’ayant pas de pole
o .
dan§ Z. On pose f(x)=> " __ R(n)em".
1) Etudier l'existence et la continuité de f.

2) Montrer que f est de classe C*™ sur R\ 27Z.

Exercice 34. Y 07  €SIL P — pholynéme

n=1 P( )
1) Donner le développement en série de Fourier de la fonction f 27-périodique telle que f(x) = (7 — x)?
sur ]0, 27
2) Soit P un polynome de degré 2 sans racines dans N*. On pose g(z) = Y .-, (ﬁi—g)x. Montrer que g
est de classe C! par morceaux.
Exercice 35. Noyau de Féjer
_Jot...+f n

Soit f : R — C, 2m-périodique continue, f, sa n-éme somme de Fourier et g, T

1) Exprimer g, & 'aide d’un produit de convolution, g, = f * k.

2) Montrer que la suite (k,) constitue une suite d’approximations de la mesure de Dirac sur | — m, 7.
Ceci montre que la moyenne des sommes partielles de la série de Fourier de f converge uniformément
vers f pour toute f continue.
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Intégrale de Fourier

Exercice 36. Formule sommatoire de Poisson
Soit f: R — C de classe C'. On suppose qu’il existe a > 1 tel que f(z) = O(1/|z|%) et f'(x) = O(1/|z|*)
lorsque |x| — oo, et on pose F(z) =) ., f(x 4 2nm).
Montrer que F est bien définie, C! et 27-périodique. En déduire la formule sommatoire de Poisson :

> fenm) = <= fn).

nez neEZ

Exercice 37. Formule d’échange
Soient f,g: R — C de classe C! telles que f, f’, g, ¢’ sont intégrables. Montrer :

too 400
/t fgwar= [ swaa.

=—00 t=—o0

Divers

Exercice 38. ftb:a f(t)|sinnt|dt
1) Développer en série de Fourier la fonction : x +— |sinx|.

2) Application : Soit f : [a,b] — R continue. Montrer que ftb_a f(t)|sinnt|dt — %ftb_a f(t)de.
- n—oo -

Exercice 39. Equation différentielle
Montrer que 1’équation : y* +¢" +y = | sin z| admet une et une seule solution m-périodique.

Exercice 40. Equation différentielle
Soit k € R. Résoudre 'équation différentielle y” + k?y =Y > | COZ#.
Exercice 41. Equirépartition modulo 1
1) Soit f: R — R de classe C! 1-périodique, « € R\ Q et z € R.
f@)+ flea+a)+...+ f(z+na) 1
1 — Jizo f(t)dt.
2) Montrer que le résultat est encore vrai en supposant seulement f continue.

2
3) En déduire la nature de la série > oo | ST
=l n

Montrer que

Exercice 42. Cachan MP* 2000
Soit un réel B > 1 et a = ﬂio 12 e~le=a'1? 2imk(z—2") Qg da’. Trouver un équivalent quand n tend vers
I'infini de Z\k\>n ou [¢]>n AL, k et £ étant des entiers relatifs.

Exercice 43. Algébre de séries trigonométriques
Soit E I'ensemble des fonctions de R dans C de la forme : f(z) = 327 _¢,e?™% ot 37 |¢,| converge.

n=-—o00
On pose pour f € E: ||f| =3 eal.
1) Justifier la définition de ||f|| et montrer que E est un evn complet.
2) Montrer que E est une C-algebre et que || fg|l < |[fIlllgll-
3) Soit ¢ : E — C un morphisme d’algebres.
a) On suppose ¢ continu, montrer qu’il existe zg € U tel que V f € E, o(f) = Iiofoo ey
b) Vérifier que la formule précédente définit effectivement un morphisme continu de E dans C.
Exercice 44. Mines MP 2002

Déterminer la nature de la série de terme général u,, = (—1)" ftlzo cos(nt?) dt.
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Exercice 45. Ens Lyon MP* 2003

On note :
E = {fonctions continues 27-périodiques f : R — C} ;

E' = {f € E de classe Cl}'
E,={fecEtqVke][- ft of (1) Ye~*tdt =0} ;
E! =E,NnE.

On considére sur E la norme || ||z : [|f]l2 = /5 [ |f]*

E} — FE
1) Montrer que D : { 0 0 est une bijection.
fo—
2) D est-elle continue ?
3) Montrer que D~ est continue.

4) Montrer que D™1(E,) = E} et calculer H\D‘E I

Exercice 46. Quatre racines, ENS Cachan MP* 2005
Soit f & valeurs réelles, de classe C?, 2m-périodique, de moyenne nulle. Montrer que g = f 4+ f” s’annule
au moins quatre fois sur [0, 27].
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solutions

Exercice 1.

4
1) ap = — S S —)
) ao =T, azp =0, agpiy 2p 1 1)2’ 0
2) a, =0, by, = 2.
n
_8r*  _ 4 ., _ 4r
3) ap = 3’an_n2’b" -
2 —2 1
4) ap = ;» a2p = m, a2p41 = 0, by = 5, bp =0.
5) Q2p = 2 24 2 y A2p+1 = 0, bp =0.
m(4p* — 1)(4p* - 9)

Exercice 2.
Iny1— I 1= f::/OQ 2 cos(nt) dt = %sin(mr/?).

_ 1 ot _
Donc I, =2(1 — 5+ ...+ T )s Iopy1 = 3
b, = 0 (parité), azp =0 (symetrle par rapport a (7/2,0)), agps1 = _ﬁ,[QIFF] = —ﬁ.

Exercice 3.
2ay, = (ar—1 + agq1)cosa, ag = ajcosa +2 = ap = Atan(g — %)k + B cotan(§ —

)"

v[Q

Comme ap, — Oona B=0dou A= _2 .
k—o0 SN ¢«

Finalement, f(t) = —2 (l + > e <w>k cos(kt)).
’ sina \ 2 =1\ cosa

Exercice 4.
1) > a"cosnx = %(Zfzo(ae”)”) = %(ﬁ) = g(z).

ae
2) Il y a convergence normale.

3)
/ Za cos(nx — nt) f(t) dt
t=0 1o
nZO/t_Oa cos(nx —nt) f(t) dt

i} (cos(nx) /t

2m 27

B a” cos(nt) f(t) dt + sin(nz) /t:O a™ sin(nt) f(t) dt)

Z (ma"an(f) cos(nz) + ma™by,(f) sin(nx)).

Il y a convergence normale car |a| < 1 et les coefficients de Fourier de f sont bornés. On en déduit
que h est continue, puis que les coefficients de Fourier de h sont a™a,(f) et a™b,(f).
4) Les coefficients de Fourier des deux membres doivent étre égaux, ce qui donne : a,(f) = ﬁ
n*(1 —wha

et b,(f) = 0 si pour tout n € N* on a mAa™ # 1 (sinon il n’y a pas de solution), et ag(f) = 0 si
27\ # 1, ao(f) quelconque sinon. Réciproquement, en posant f(z) = [ag/2] + > or; % on

n*(1 —7mha
définit f, 2w-périodique continue (la série converge normalement), solution de ’équation par égalité
des coefficients de Fourier de chaque membre.

Exercice 5. ) 5
_1 00 COSNT _
D f@) =g+ T 2(5 — dcosz)
2) 3
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Exercice 6.

2) g() = (e f(e) — e flemim)) = <= (1425572, (~1)*e e cos ka).

Exercice 8.
1) ci(h) = cx(f)ex(g)-

Exercice 9.

_ (27 +oo —(z—2nm)%—ika — +oo 2m(z—2nn)?—ikx _ [too —z?—ikx
2mer = [ Yoo € de =32 [ e de=["" e da

= Jme*/4

(calculer f;:ioo e~ i€ qy = \/me=S"/4 par équation différentielle).

Exercice 10.

2sh7 2(=1)"shm
]_ = == L e— T bn - — n-
) a0 ¢ (1 +n?) na
) _nm—thn ¢ _m—shm
) S 2thm ’ o 2shm
Exercice 11. S S S
+oo i ine _ €47 — +oo T — i
1) Sia#0: Se(x)=>,"" Me = 627 +2 m(a cos(nx) — nsin(nz)).
2) On peut supposer a > 0 car I(—a) = —I(a) et I(0) = 0. On envisage d’intégrer terme a terme la
relation :
e " =
— sin(au) “ sin(au)
o
Tr/a

On coupe 'intégrale f0+°o en + f o P SUT [0, 7/a] le sinus est positif et le théoréme d’intégration
terme & terme, cas positif) s apphque Sur [7/a, —|—oo[ le théoréme d’intégration terme & terme, cas

vectoriel) s’applique car f:/(;o le™™ sin(au)| du < fw/ e~ du = e~""/%/n. Ainsi,

o0

Z/ smau)du—z 2a 5 -

n“+a
n=1

3) Déja fait, f;og e “sin(au) du = i ‘j_ 1 Il doit y avoir une autre méthode pour la question précédente
(777)

o2
4) En comparant avec 1) pour z = 0 on obtient : I(a) = Z € - + 1_ 1 pour a > 0.

2e -1 2a
Exercice 12.

0 2ra _ inx
1) Spx) =320 ﬁe :

2ma __ 2am
2 ( ) 24t = e —1 d a _Te +1 L
) ZnEZ 47T (a +n ) 27T t= () |f( )‘ 4 once Zn>1 a2 +n2 2 62(171' —1 2a
D ons1 ﬁ QL (ﬁ - i) — %2 et il y a convergence dominée.
= aTm a—

3) %

Exercice 13.
1) ap = — 4 _ 32n

an? -1’ bn = m(4n? —1)%’
=2
3) 1
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Exercice 14.

sinra , 2asinma YD Plgnigbx.

1) cosax =
a T a®—n

2) (1) = T, 2y = 2Em L glo) =t (AIRTL) ot g(0) = 0= g(1) = n (S5 )

Exercice 15.

1) f(.li) — Z;:O:l Sinnx.

n

3) Le premier membre vaut f(1) = 775 L ot le second ﬁ tzro(f(t +1)— f(t—1))%2dt = W; 1

Exercice 16.
1) agpt1 = bzp1 = 0.
2) A2p = b2p =0.

Exercice 18.
ay, = kb, b), = —kay + inégalité de Bessel.

Exercice 19.

2) Si(z) = w + >0 (nby — M) COSNT — Nay, sin na.

Exercice 21.

27
Tay = f(¢) cos(kt) dt
t=0

k=1 .on/k
-y / F(t + 2 /) cos(et) dt

i =0
k—? 7/2k
= Z/t (f(t +2im/k) — f((2i + D /k —t) — f(t + (20 + V)7 /k) + f((2i + 2)7/k — t)) cos(kt) dt.

i=0 V=0

Exercice 22.
1) Immédiat. La fonction prolongée est C! sur R et C? par morceaux.

2) On décompose [ : f(z)=—- ", ﬁ sin(nmx) avec ¢, = 2fu1:0 1" (u) sin(nmu) du.
L laie . 2 oo 1 0o 2\ _ 2((4) "2 _ Hf//”%
On en deéduit : ||fI[% < (S5 s ) (S0ieed) = S 17713 = g

Autre démonstration sans utiliser les séries de Fourier : pour x € [0,1] on a
_ C dt = 2 ' . ¢ ") d
f(@) /t:0f<t> t=of (x) /tzotf (1) dt
_ ’ dt = - ’ _ _ ’ d
f(x) /t:lf(t) t= (- 1)f'(2) /tﬂ(t 1) f/(t) dt
x 1
f(@) = (1— 2)f(2) + 2f(2) = / b — 1) () dt + / £t — 1) () dt
t=0 t=x

= /1 o(z,t) f"(t) dt. avec p(x,t) = ot — min(x, t).
=0

A 1 22(x—1)2 s
On en décuit |£(2)]? < "3 iy ol 1) e = ZE 10 pryz < LS
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Exercice 23.
Parseval pour f et f'. Egalité ssi f(z) = acosz + bsinzx.

Exercice 24.
1) Développer f, f’ et g’ en séries de Fourier et appliquer I'inégalité 2|ab| < |a|? + |b|?. 1l y a égalité si
et seulement si f’ et g’ sont CL de cos et sin.
/
2) On parametre par une abscisse curviligne : x = f(t), y = f f27r f —2|—g = .

Exercice 28.
On pose ¢(t) = f(alt|/m) pour t € [—m, ], prolongée par 2w-périodicité. Alors g est paire, continue, et
tous ses coefficients de Fourier sont nuls donc g = 0.

Exercice 29.
1) = |
2) Somme de Riemman : £ = ftlo % dt.

Exercice 30.
sup |a, cosnzx + b, sinnx| = y/a2 + b2 pour n > o
[,6) 2m

Exercice 31.
e . ) .
S’il y a convergence uniforme : ||a, sinnx + ... + a,sin px||oo —> 0.

Onprend:c:;—p:()g%(n—k...—i-p) %(na,L+ —|—pap) —> 0. n=|p/2] = cqfd.
Si na, — 0 : Soit x € ]0, 7] etntelqueig z < nil'
Transformation d’Abel : |a, sinnz + ... + a, sinpz| < < 20 2nan7
sinxz/2 7
et |lagsinkxr + ... +ap_1sin(n — Da| < (kap + ...+ (n — Day_1)r < 2= llfak < 2ay.
n—

Exercice 33.
1) R(n) = % + S(n) avec degS < —

Donc f(z) = R(0) + 2iay ", % + 307 (S(n)e™® + S(—n)e”"™*) converge pour tout z € R.
2) R(n) = % + ...+ % + S(n) avec deg S < —k— 1= f(x) = R(0) + a1 fi(x) + ... + ar fr(z) + g(x)

o ein:c + (_1)pe—inw .
avec fp(z) = > et g de classe C* sur R\ 277Z. fp = ifp—1 et fi est C sur

n=1 np

R\ 27Z donc f, aussi.

Exercice 34. )
1) fla) = T + 455, @02
n
bn + ¢

2
2 it P(n) = an? . Alors —4 =T 44y M TC _ cosna.
) Soit P(n) = an® + bn + c. Alors f(z) — 4ag(x) 3 +43 7, aA 4 bn3 4 on? COSTE

Exercice 35.
os((n+1)z) _ sin®((n+1)z/2)
1—cosx) (n+1)sin®(z/2)

1) Fnlw) = (ln_+c1)(

Exercice 38. 2 )
1) |sinz|==—-=>"" 12?; ”317
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Exercice 39.

| sin w| 4 Z cos 2nx - cos 2nx

~2_4 3
n=typ? 1 YT T T n =1 (4 — 1) (160t — 4n? + 1)
Cette série converge et définit une fonction de classe C* solution de 1’équation.
Unicité : les solutions de 1’équation homogéne sont combinaison de e/%, =77, ¢’ et ¢=9° donc non
m-périodiques.

Exercice 40.
k¢Z:y=>7" 1M+acoskx+bsinkz.

?(k* —n?)

cos kx x cos kx
(k2 — k) P k3

k € Z : remplacer

Exercice 41.
1) Développer f en série de Fourier.
2) Densité des polynomes trigonométriques dans C°.

3) f(t) = sin?(nt), a = %, r=0:8,=sin?1+...+sin’n ~ %
Transformation d’Abel : Y7 sinn _ —sin21+ 07 Sk + Sy, +o0.
n=lp w2 k(k—1) N Noo
Remarque : on a un raisonnement plus simple en écrivant 2sin?(n) = 1 — cos(2n).
Exercice 42.
Intégration & 2’ — x constant : ap = fylz_l e"y‘ﬁ(l — |y))e=2%*m dy est le 2k-eme coefficient de Fourier

de la fonction f, 2-périodique, telle que f(y) = e_|y|5(1 —Jy]) si =1 < y < 1 donc le k-éme coefficient de
Fourier de g, 1-périodique, telle que g(y) = 1(f(y) + f(y + 1)). Soit g, la n-¢me somme partielle de la
série de Fourier de g, gn(y) = >_ 1 1<n ake%’”y

On a par convergence normale de la série de Fourier de g : 37,1, oy j¢j5n @kae = §°(0) — g5 (0).

> g(0) - g(y)

9(0) — ga(0) = / sin((2n + 1)) dy

y=—1 sinmy
= 2/2 Msin((2n+ 1)7ry) dy
o sinmy
_ [ 9(0) — g(y) cos((2n + 1)7@)}% N 2/§ d (9(0) — g(y))cos((Qn +1)7y) a
sin Ty (2n+ 1w y=0 y=0 dy sin Ty (2n+ 1)w
1—e! : o+ 1
_loe / * fet continue(y) X LT 4
(2n+1)m y=0 @2n+ 1)
doet
(2n + 1)7T2
_ -1
9(0) + 91 (0) — 29(0) = 1 d'0W 32 415 ou jey5p WRGE ~ m

Exercice 43.

1) Si f = 0 alors ¢,, = 0 pour tout n par intégration terme & terme. Donc une fonction f € F posséde
un unique développement trigonométrique et || f|| est bien défini. Alors E est isomorphe & ¢*(Z) qui
est un evn complet.

2) Produit de convolution de deux Z-suites sommables.

3) a) 20 = p(x — e?™@). On a |zp| = 1 car la suite (¢(z — €2"™®),,cz) est bornée.

Exercice 44.
cos((n + 3)t?) gt —

1 1
cos(5t?) 2 2

g+ ... +u, ==+ fto

L

[\
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Exercice 45.

1) Si f est C!, 2m-périodique alors f’ est continue, 2w-périodique de moyenne nulle donc D(E}) C Ep.
Réciproquement, si g € Ey alors toutes les primitives de g sont 27-périodiques de classe C! et il y en
a exactement une qui a une valeur moyenne nulle (une seule possibilité de régler la constante).

2) Non (et ceci quelle que soit la norme) car le spectre de D n’est par borné.

3) /113 = Xhez- ‘Ck({)‘Q < Yoneze liken(FI? = I £17-

-1
4) Idem, D5 || =

n+1

Exercice 46.

On a ¢y(g9) = c1(g) = c—1(g) = 0, donc g est orthogonale & tout polynéme trigonométrique de degré
inférieur ou égal & 1. Si g est de signe constant sur ]0, 27|, on contredit ¢y(g) = 0. Donc g a au moins une
racine a € ]0,27[. Si g n’a pas d’autre racine dans |0, 27| alors g est de signes constants opposés sur |0, a|
et ]a, 27[. Mais alors g(t)(cos(t — a/2) — cos(a/2)) est de signe constant sur la réunion de ces intervalles,
c’est absurde. Donc ¢g a une deuxiéme racine dans |0, 27|, par exemple b € ]a,2x[. Si g n’a pas d’autre
racine sur |0, 27| alors g est de signes constants sur |0, a[, |a, b] et ]b, 27| et les signes alternent. On obtient
une nouvelle contradiction car alors g(t)(cos(t — (a + b)/2) — cos((b — a)/2)) est de signe constant sur
la réunion de ces intervalles. Ainsi g admet une troisiéme racine, par exemple ¢ € |b, 2rr[. Enfin, si I'on
suppose que g n’a pas d’autre racine sur ]0, 27 alors on a g(t) > 0 sur ]0,a[ et ]b,c[ et g(t) < 0 sur Ja, b]
et ]¢, 27| ou l'inverse. Dans les deux cas, on en déduit que g(0) = g(27) = 0.
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