Suites et séries de fonctions

Exercice 1. Etude de convergence
Soit € R et f,,(z) = n®z(1 — z)™ pour z € [0, 1].
1) Trouver la limite simple des fonctions f,.
2) Y a-t-il convergence uniforme ?

Exercice 2. Etude de convergence
On pose fnp(x) =2™(1 — ) et gn(z) = 2™ sin(nrz).
1) Montrer que la suite (f,,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1].
2) En déduire qu’il en est de méme pour la suite (g,,) (on utilisera la concavité de sin sur [0, 7]).

Exercice 3. Non interversion limite-intégrale
Soit fp,(z) = ncos™ zsinx.
1) Chercher la limite simple, f, des fonctions f,.
2) Vérifier que fﬂ/z ) dt # limy, 00 fﬂ/2 (t) dt.

Exercice 4. Non interversion limite-intégrale

n, —x
1) Déterminer la limite simple des fonctions f, : ¢ — % sur RT et montrer qu’il y a convergence
n!

uniforme (on admettra la formule de Stirling : n! ~ n"e~"v/27mn).
2) Calculer lim,, f o fa(t)dt

Exercice 5. Etude de convergence

[0,+00] — R

Soit fp r<n +— (1—x/n)"
z>n +— 0.

1) Déterminer la limite simple, f, des fonctions f,.
2) Montrer que : Vo € RT, 0 < f,(z) < f(x).
3) Montrer que (f,) converge uniformément vers f sur tout segment [0, a.
4) Démontrer que la convergence est uniforme sur RT.

Exercice 6. Etude de convergence
Etudier la convergence simple, uniforme, de la suite de fonctions : f, : x — (1 +x/n)~™.

Exercice 7. Etude de convergence

Soit fn(x) = # Etudier la convergence simple, puis uniforme des f,, sur Rt puis sur [, +00],

pour a > 0.

Exercice 8. f(nz), f(x/n)
Soit f : RT™ — R continue, non identiquement nulle, telle que f(0) =0 et f(z) — 0.

Tr——+00
On pose fn(z) = f(nz) et gn(x) = f(z/n).
1) Donner un exemple de fonction f.
2) Mountrer que f, et g, convergent simplement vers la fonction nulle, et que la convergence n’est pas
unlforme sur RT.
3) Si f t) dt converge, chercher lim, f fn(t)dt et hmnﬁooft o 9n(t)dt.

Exercice 9. Equation différentielle dépendant d’un paramétre
Soit ¥y, la solution de I'équation : (x,) <=(14 2)y” — (24 1)y’ +y = 0 vérifiant les conditions initiales :
y(0) =0, y'(0) = 1.
1) Calculer explicitement y,,.
2) Déterminer la limite simple, y, des fonctions y,,.
3) Vérifier que y est solution de 1’équation limite de (x,,) avec les mémes conditions initiales.
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Exercice 10. fo fo...of
Soit f:[~1,1] = [-1,1] une fonction continue vérifiant : Va # 0, |f(2)] < |z|.
On pose fo(z) =, puis frpr1(x) = f(fn(x)). Etudier la convergence simple des f,,.

Exercice 11. Etude de convergence
On pose fO(t):Ov fnJrl(t): t+fn(t)7p0urt>0~
1) Déterminer la limite simple, ¢, des fonctions f,.
2) Y a-t-il convergence uniforme sur R ?
3) Démontrer que : Vt > 0, |frr1(t) —£(t)| < M
2fn41(¢)
4) En déduire que la suite (f,,) converge uniformément sur tout intervalle [a, +00[, avec a > 0 (remarquer
que fn — £ est bornée pour n > 1).

Exercice 12. Approximation de la racine carrée par la méthode de Newton
On définit une suite de fonctions f,, : R™ — R** par: f,11(z) = L(fu(z )—i—w/fn(x)), fo(z) = z. Etudier

la convergence simple, puis uniforme des f,,. On pourra considérer g, (x) = 7 E g n ﬁ
n Y

Exercice 13. Approximation polynomiale de la racine carrée
On considére la suite (f,,) de fonctions sur [0, 1] définie par les relations : f,41(t) = fo(t) + 2 (t — f2(t)),
fo=0. Etudier la convergence simple, uniforme, des fonctions f,,.

Exercice 14. Suite ayant deux limites
Trouver une suite de polynémes (P,,) convergeant simplement (resp. uniformément) vers la fonction nulle
sur [0,1] et vers la fonction constante égale a 1 sur [2, 3].
Remarque : une telle suite a donc des limites distinctes dans R[z] pour les normes de la convergence
uniforme sur [0, 1] et sur [2, 3].

Exercice 15. Fonction orthogonale a R[X]
Soit f : [a,b] — R continue telle que pour tout entier k on a ftb:a f()tk dt = 0. Que peut-on dire de f ?

Exercice 16. Approximation de f et f'
Soit f : [a,b] — R de classe C*.
1) Montrer qu’il existe une suite de polynémes (P,) telle que P, converge uniformément vers f et P,
converge uniformément vers f’.
2) Si f est C*°, peut-on trouver une suite de polynoémes (P,) telle que pour tout k la suite (P,(Lk)) converge
uniformément vers f(*) ?

Exercice 17. Limite de f,(x)
Soient f, : D — R des fonctions continues convergeant vers une fonction continue f et (x,) une suite
d’éléments de D convergeant vers x € D.
1) Si les fonctions f,, convergent uniformément, montrer que f,(z,) = f(z).

2) Donner un contre-exemple lorsqu’il y a seulement convergence simple (avec quand méme f, et f
continues).

Exercice 18. Compositon et convergence
Soit f,, convergeant uniformément vers f, et g une fonction uniformément continue. Démontrer que
go fn — go f uniformément.

Exercice 19. f, og,
Soit fy, : [a,b] = [e,d] et gn : [¢,d] — R des fonctions continues convergeant uniformément vers les
fonctions f et g. Montrer que g, o f,, converge uniformément vers g o f.
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Exercice 20. Limite simple de polynémes de degrés bornés
Soit p € N fixé et (P,) une suite de fonctions polynomiales de degrés inférieurs ou égaux a p convergeant
simplement vers f sur un intervalle [a, b].
1) Démontrer que f est polynomiale de degré inférieur ou égal & p, et que les coefficients des P,, convergent
vers ceux de f.
2) Montrer que la convergence est uniforme.

Exercice 21. Polynémes a coefficients entiers, ENS Lyon MP* 2005
On considere f : z — 2x(1 — z) définie sur [0, 1].
1) Etude de la suite de fonction g,, avec g, = f" = fo...o f.
2) Soit [a,b] C ]0,1] et h continue sur [a,b]. Montrer que h est limite uniforme sur [a,b] d’une suite de
polyndmes a coefficients entiers.

Exercice 22. Théorémes de Dini
Soit (fy,) une suite de fonctions numériques continues sur [a, b]. convergeant simplement vers une fonction
continue f.
1) On suppose que chaque fonction f, est croissante. Montrer qu’il y a convergence uniforme.
2) On suppose qu’a z fixé la suite (f,(x)) est croissante. Montrer qu’il y a convergence uniforme.

Exercice 23. Théoréme d’Ascoli
Soit (f,) une suite de fonctions : [a,b] — R convergeant simplement vers f. On suppose que toutes les
fonctions f,, sont k-Lipchitizennes avec le méme k.
1) Soit (ag,as,...,ay) une subdivision réguliere de [a, b].
On note M,, = max{|fn(a;) — f(a;)] tq 0 < i< N}. Encadrer ||f, — f|lco & aide de M,,.
2) Montrer que f,, converge uniformément vers f.

Exercice 24. Equicontinuité
Soit (f,) une suite de fonctions continues sur D C R convergeant uniformément vers une fonction f.
Montrer que les fonctions f, sont équi-continues c’est a dire :

VeeD, Ve>0,30>0tqVneN, Vyelr—4§,z+d[ND, |fulz) - fuly) <e.

Exercice 25. Limite simple de fonctions convexes
Soit f, : [a,b] — R des fonctions continues convexes convergeant simplement vers une fonction continue f.
Montrer que la convergence est uniforme.

Exercice 26. Fonction définie par une série

arccos(cos nx
On pose f(z) =", %

1) Montrer que f est définie sur R, continue, paire et 2w-périodique.

2) Caleuler f(0), f(r), £(3).

Exercice 27. Fonction définie par une série (Centrale MP 2003)
Soit f(a) =Y 0", e~ sous réserve de convergence (a € R).
1) Domaine de définition de f 7
2) Limite de f(a) quand a — +o0 ?
3) Limite de af(a) quand a — 0 ?

Exercice 28. Fonction ( de Riemann
Soit ¢(a) = Y02, L.
1) Déterminer le domaine de définition de . Montrer que ¢ est de classe C* sur ce domaine.

2) Prouver que ((z) —+> 1 (majorer >3, !
T—r+00

—— par comparaison a une intégrale).
n

3) Prouver que ((z) — +oo0.
z—1t
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Exercice 29. Fonction ( de Riemann et constante d’Euler
Soit ((a) = Ypy 7 et v =limy oo (4. + = In(n)).

Montrer que y =1+ ", (£ +In(1— 1)) puis que y =1 -7, C(Lk_l

Exercice 30. Fonction définie par une série
1) Etudier la convergence simple, uniforme, de la série de fonctions : f(x) =>"
2) Calculer f(z) lorsque la série converge (intégrer terme a terme).

S —nx
n=0 ne .

Exercice 31. Fonction définie par une série

1) Etudier la convergence de la série f(x) = > 1

14+ zm
2) Montrer que f est de classe C! sur son domaine de définition.
3) Tracer la courbe représentative de f sur |1, 4o0].

Exercice 32. Fonction(déﬁ;nje par une série
. o -1
Soit g(x) =>_,", @)
1) Déterminer le domaine, D de définition de g et prouver que g est de classe C* sur D.
2) Montrer que la quantité : zg(z) — g(x + 1) est constante sur D.
3) Tracer la courbe représentative de g sur |0, +00].
4) Donner un équivalent de g(x) en +o00 et en 0F.

Exercice 33. Fonction définie par une série

o (sinz)?

"=0"chnx °

2) Montrer que la convergence est uniforme sur toute partie de la forme R\ [—a, o], @ > 0. Que pouvez-
vous en déduire pour f 7

1) Etablir la convergence simple sur R de la série de fonctions : f(z) =3

Exercice 34. Fonction définie par une série
Soit up(r) = (—1)"1n (1 + M) et f(z) =307 un(x).

1) Montrer que la série f(z) converge simplement sur RT.
2) Majorer convenablement le reste de la série, et montrer qu’il y a convergence uniforme sur RT.
3) Y a-t-il convergence normale ?

Exercice 35. Fonction définie par une série
Soit =y .
oit f(x) = 2n=o z(zx+1)...(x+n)

1) Etablir I'existence et la continuité de f sur R**.
2) Calculer f(x + 1) en fonction de f(x).
3) Tracer la courbe de f.

Exercice 36. Fonction définie par une série
1) Etudier la convergence simple, uniforme, de f(z) = Y o0 (arctan(z +n) — arctan(n)).
2) Montrer que f est de classe C* sur R.
3) Chercher une relation simple entre f(z) et f(z + 1).
4) Trouver limg_, 4o f(2).

Exercice 37. Conversion série-intégrale

fe%e] (-1)” 1
Montrer, pour > 0: Y ™ T Jico

tmfl dt
t+1 "
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Exercice 38. Fonction I' "

Soit ful®) = A A T2/ (G xa/n)

1) Etudier la convergence simple des fonctions f,.

2) On note f =lim f,,. Calculer f(x) en fonction de f(z — 1) lorsque ces deux quantités existent.
3) Montrer que f est de classe C! sur son domaine de définition (on calculera f/(z)/ fn(x)).

Exercice 39. Ensi Chimie P’ 93

Etudier la convergence de la suite de fonctions définies par : fulz) = oo +1 fo x—t)" Lsintdt.

Exercice 40. Convergence de f(™
Soit f € C®(R). On définit la suite (f,)nen+ par fn, = f) (dérivée n-éme). On suppose que (fn)n>1
converge uniformément vers p. Que peut-on dire de ¢ ?

Exercice 41. Ensi PC 1999

Soit fp(z) = (712:1%%.

1) Etudier la convergence de f(z) = 300 fn(2).
2) Montrer la convergence de la série de terme général u,, = f;:/ g fn(x)de.
3) En déduire ) u, sous forme d’une intégrale.

Exercice 42. Développement de coth(z)

1) Décomposer en éléments simples sur C la fractions rationnelle : F,(X) = W
n)" —

411 _ _ 1 1
2) En déduire pour x € R* : cothx = T % = +Zk 17 —|—k2 5
3) En déduire la valeur de ¢(2).
Exercice 43. ) sin(n)/n
Pour n € N* et « € [-1,1] on pose u,(z) = %(nx)

1) Montrer que la série Y ° | u,(z) converge uniformément sur [—1,1] vers une fonction continue, f.
2) Justifier la dérivabilité de f sur | —1,1[ et calculer f'(z). En déduire f(z).

3) En déduire la valeur de > ° su;bn_

Exercice 44. Fonctions ¢ et n
_1\n—1
Pour x > 1 on pose ¢(z) = >.°7 L et pour x>0 : n(z) =>° %

n=1 n< n=1 n<

1) Etablir pour z > 1 : n(z) = (1 — 2'=%)¢(x). En déduire ¢(z) ~ ﬁ pour z — 17.

2) Montrer que ((x) = % + 7+ o(1). On remarquera que —

-1
3) En déduire la valeur de > °° (71)%

n=1

too dt
t=1 tr'

Exercice 45. Centrale MP 2000

Pour y € R et n € N*, on pose a,(y) = M.

Vvn

1) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Y a,(y)z".

2) Soit D = {(x,y) € R?, |z| < 1} et F(x,y) = 3. an(y)z". Montrer que F, OF/dz et dF/dy existent
en tout point de D.

Exercice 46. Série lacunaire
Soit (p,) une suite d’entiers naturels, strictement croissante et telle que p,/n — co. On pose pour
n— o0

e]-1,1[: f(z) = > ,",aP". Montrer que (1 —z)f(z) - 0.

suitefct.tex — page b



Exercice 47. Fonctions réciproques (Pugin, MP*-2001)
Soit (f,) une suite de fonctions [a,b] — [c,d] continues, bijectives, strictement croissantes, convergeant
simplement vers une fonction f : [a,b] — [c,d] elle aussi continue, bijective strictement croissante.
1) Montrer qu’il y a convergence uniforme (2éme thm de Dini, considérer une subdivision de [a, b]).
2) Montrer que les fonctions réciproques f,; 1 convergent simplement vers une fonction g et que g = f -

3) Montrer que (f;!) converge uniformément vers f—1.

Exercice 48. Mines MP 2001
Soit (f,) une suite de fonctions continues sur le compact K, & valeurs réelles et convergent uniformément
sur K vers la fonction f. A-t-on sup f,, — sup f ?
n—oo

Exercice 49. Mines MP 2001 B
xre nx

Pour x € Rt et n € N, n > 2 on pose f,(z) = i et S(z) =", fn(z) sous réserve de convergence.
nn

1) Etudier la convergence simple, normale, uniforme de la série S fn sur RY.
2) Montrer que S est de classe C! sur RT*.

3) Montrer que S n’est pas dérivable a droite en 0.

4) Montrer que z¥S(x) tend vers 0 en 400 pour tout k € N.

Exercice 50. Centrale MP 2001 .
Convergence et limite en 1~ de f(z) = > 02 (L= z)a”

n=0""71 4 gn
Exercice 51. Centrale MP 2001
Soit S(t) => .7, s
1) Pour quelles valeurs de ¢, S est-elle définie ? Est-elle continue ?
2) Montrer qu’au voisinage de 1~ on a S(t) = fw + O(%—t) On pourra développer In(1 — t)

en série entiére.

Exercice 52. Centrale MP 2002
On pose p(z) = d(x,Z) = inf{|z — n| tq n € Z}.
1) Montrer que f : Rz +— Z:::S(%)”ga(élnx) est définie et continue.
2) Montrer que ¢ est lipschitzienne. Que peut-on en déduire pour f 7
3) Montrer que f n’est dérivable en aucun point.

Exercice 53. ENS Lyon-Cachan MP 2002
oo sin?(nh)

n=1an (TL]’L)2 51

Soin (an)n>1 une suite complexe telle que la série > a,, converge. On pose : f(h) = >

h#0et f(0) =3 a,. Etudier le domaine de définition et la continuité de f.

Exercice 54. Centrale MP 2002
Soit f : R — R continue et 27-périodique. Pour n € N*, on pose F,(z) = %f;o flz+1t)f(t)dt.

1) Montrer que la suite (F},) converge vers une fonction F' que l'on précisera.
2) Nature de la convergence 7
3) Prouver || Fl|lo = |F(0)].

Exercice 55. Approximation par des fractions rationnelles
Soit f : R — R continue, ayant méme limite finie ¢/ en +00. Montrer que f est limite uniforme sur R de
fractions rationnelles.

Exercice 56. Fonction définie par une série

_1\n—1
On pose pour z € R : f(z) =Y \(/%

1) Déterminer lim,_, f(z).
2) Chercher un équivalent de f(x) en +o0.
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Exercice 57. Recherche d’équivalents, Centrale MP 2006

Déterminer un équivalent au voisinage de 0 de Sy(z) =Y oo | m et So(z) =>7 m
Exercice 58. Etude de 3 t?~'sin(pz) pour z € |0, n[, TPE MP 2005

1) Calculer S, (t) = Zzzl tP~Lsin(px) puis S(t) = limy, 00 Sn(t).

2) Calculer 1;1:0 Sy (t) dt et ftl:o S(t) dt.

€ — nx C T d nner sa Valeur.
3 En dedulle ue n=1 onverge el O €
n

Exercice 59. Fraction rationnelle de meilleure approximation (Ens Ulm-Lyon-Cachan MP* 2003)
On note R l'ensemble des fractions rationnelles continues sur [0,1] et pour m,n € N :
Rpn={f€Rtq3IP Qe R[X] tq deg(P) <m, deg(Q) <net f=P/Q}.
1) R est-il un ev ? Si oui en trouver une base. Méme question pour R, .
2) Soient m,n fixés. On note d = inf{||g — f||, f € Rmn} ol g désigne une fonction continue de [0, 1]
dans R et ||h]| = sup{|h(z)|, = € [0,1]}. Montrer qu'il existe ro € R, n tel que ||g — ro|| = d.

Exercice 60. Dérivation multiple, ULM-Lyon-Cachan MP* 2005
1) Soit (f,,) une suite de fonctions de classe C! sur [a, b] telle que (f/,) converge uniformément vers g et
il existe x; tel que (f,(x1)) converge. Montrer que (f,) converge uniformément sur [a, b] vers f telle

que f'=g.
2) Soit (f,,) une suite de fonctions de classe CP sur [a, b] telle que ( A )) converge uniformément vers g
et il existe x1,...,x, distincts tels que (f,(z;)) converge. Montrer que (f,) converge uniformément

sur [a,b] vers f telle que f®) = g.

Exercice 61. Exponentielle, Polytechnique MP* 2006
Soient A, B € M,,(R). Montrer que : exp(A4) — exp(B) = f::o exp(sA)(A — B)exp((1 — s)B) ds.

Exercice 62. Fonction définie par une série, CCP 2015
Soient n € N* et 2z € R. On pose f,(z) = # In(1 4 n2z?) et S(x) =302, falx).

1) Montrer que S est définie sur R.
2) Montrer que S est de classe C! sur R.
3) Montrer que S est deux fois dérivable sur ]0, +o0[.

Exercice 63. f(2z) = 2f(z) — 2f?(x), Centrale 2014
On étudie I’équation fonctionnelle (E) : f(2z) = 2f(z) — 2f%(z).
1) Quelles sont les solutions constantes sur R ?
2) Pour h: R — R, on pose f(x) = zh(x). A quelle condition sur h, f est-elle solution de (E) ?
3) On définit les fonctions h,, par ho(x) = 1 et hyy1(x) = hy(x/2) — (2/2)h2(x/2).
Pour z,y € [0, 1] on pose Ty (y) =y — 2y%/2.
a) Montrer que T}, est 1-lipschitzienne sur [0,1] et T([0,1]) C [0, 1].
b) Montrer que la suite (h,) converge uniformément sur [0, 1].
c) Montrer que (E) admet une solution continue non constante sur [0, 1].
d) Montrer que (E) admet une solution continue non constante sur R¥.

Exercice 64. Noyau de Dirichlet, X 2014
1) Calculer D, (z) = Y.p_,sin(kx) et D,(z) = Dy(z) — 1 sin(nx), puis montrer que D,(x) = 0 pour
x € [0,7].
2) Montrer qu’il existe deux constantes ¢; et ¢y telles que Vn = 2, ¢;In(n) < f;:() D, (z)dz < cyIn(n).
3) Soit (by,) une suite de réels positifs telle que > -, by converge. Montrer I'’équivalence entre :
(i) g(x) =5~ brDr(z) est intégrable sur [0,7].
(ii) g(z) =Y pe bxDi(x) est intégrable sur [0, 7).
(iii) >"pe; bk In(k) converge.

suitefct.tex — page 7



Exercice 65. Développement en série de cotan, Centrale MP 2011

oo . n 1
Soit f :z — limy, 00 (Zszn i x)
1) Quel est le domaine de définition de f ?
2) Montrer que, pour tout z € R\ Z ...

a) f(—x) = —f(x).

b) f(z+1) = f(z).

c) f(22) = 5(f(z+ 3) + f(x)).
3) Mountrer que z — f(x) — 7 cotan(nz) admet un prolongement par continuité a R entier.
4) Montrer que pour tout z € R\ Z, f(z) = mcotan(nz).
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solutions

Exercice 1.
2) [[falloo = fn(ig) ~ en 1.

Exercice 4.
2) Intégrale constante = 1.

Exercice 5.
1) e ®.

Exercice 6.
CVU sur tout compact par encadrement du logarithme.

Exercice 9.
1) yn = (n+1)(e” — en®/(n+D),
2) y = xe®.

Exercice 10.

(|.fn(z)]) décroit donc tend vers L. On extrait une sous suite (f,,)) convergeant vers £ = |¢| = L.
La sous suite (f,(n)41) converge vers f(£) = |f({)| =L = L =0.

Exercice 11.

1) (1) = LHVI+dt V21+4t et £(0) = 0.

3) Accroissements finis.

Exercice 13.
fn(t) — \/t par valeurs croisantes, il y a convergence uniforme.

Exercice 14.
Prolonger en une fonction continue sur [0, 3] et utiliser Stone-Weierstrass.

Exercice 19.
gn (fn(2)) = g(f (@) < |gn(frn(@)) — g(fn(@))] + [9(fn(z)) — g(f(2))| et g est uniformément continue.

Exercice 20.
1) Polynéme de Lagrange.

Exercice 21.
1) Il y a convergence simple vers la fonction nulle en 0 et 1 et égale & 1/2 ailleurs. La convergence est
uniforme sur tout [a, b] C |0, 1[.
2) La question précédente donne le résultat pour 1/2, il suffit alors d’utiliser le théoréme de Weierstrass
et les nombres dyadiques.

Exercice 25.
Prendre une subdivision réguliere de [a, b] et encadrer f, par les cordes associées.

Exercice 26.
2) f(0) =0, f(r) =nshl, f(§)=F(e—cosl).
Exercice 27.
1) R*.
2) TCM : f(a) ajool'
> ema' gy 41 = VT + 1. Donc af(a) — @

z=0 2a a—0t
Exercice 30.

2) f(z) = ﬁ'

suitefct.tex — page 9



Exercice 32.
2) zg(z) —g(z +1) = ¢.
3) CSA = ¢ <0. g(x) — +o0, g(xr) — 0.
z—0t T—

+oo
4) g(x) ~1/z en 0T et g(z) ~ 1/(ex) en +oo.
Exercice 34.
2) CSA = |Ry(2)] < s (z)] < ln(
3) Non, [Junllec =In(1+1).

Exercice 35.

2) fla+1)=af(z) -
Exercice 36.

1) CVU sur tout [a, b].

3) f(x+1)= f(x)+ 5 —arctanz.

4) f(x+1)— f(x) ~ 1/z donc la suite (f(n)) diverge et f est croissante = lim = +o0.
Exer%ice 37.

P D oneo(=1)m"

Exercice 38.
fn(@) _ 1- z(@+1) +o (n ) donc la série Y In f,,(x) est convergente pour tout x ¢ —N*.

i
S N P v D e &

Exercice 39. .
Poser ¢ = zu puis intégrer deux fois par parties : fn(x) =1 — [, _ (1 —u)" " zsin(zu)du donc (f,)
converge simplement vers la fonction constante 1, et la convergence est uniforme sur tout intervalle

borné.

Exercice 41.
1) cvasi|cosz| < 1, scv sicosz =1, dv sicosz = —1.
2) TCM en regroupant les termes deux par deux.
3) fﬂ'/Q In(1 + cosz) dr.
cosx
Exercice 42.
jol 21k7r/n
1) ( ) Zk 0 x + ’I’L( 21k:7r/n) .

4x62ik7r/n _ n—1 P
2) Fo(2z) — Fo(-2 Zk 0 4a? — (1 — 2ik7r/n) T k=0 2 2ikn/n 2 sin(kr/n)?
Supposons n impair, et regroupons les termes conjugues obtenus pour k et n — k :
(n— 1)/2 ( x )
F,(2z) — F,(— + .
(22) = F(=22) = o+ 2 a2e 2R/ L n2gin(kr/n)?  22e¥*™ 4o sin(kr /n)?
=u(k,n,x)

On transforme la somme en série de k = 1 a k = oo en posant u(k,n,x) =0si k > (n —1)/2, puis on
passe a la limite, sous réserve de justification, dans cette série pour n — oo, ce qui donne la formule
demandée.

Justification de l'interversion limite-série :

en utilisant sin(¢) > 2t pour 0 <t < T ona |u(k,n,z)| < 2| pour tout k > |x/2|, donc il y a
Sy 4k* — x?
—x
convergence normale par rapport a n, a x fixé.
3) Zk (i k2 5 = COtg(I) — # est normalement convergente sur R, on peut passer a la limite pour

x — 0.
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Exercice 43.
1) Transformation d’Abel.

2) f(z) = arctan (1xsmx>

— T COST
—1
3) 71,

Exercice 44.
1 ¢ 1 n+l dt
2) ¢(z) - o1 donet (nx - Iz, tx)

A n fixé, L f Trl dt — 1_ TLH dt et la convergence est monotone donc
n®  JER T 4 n JIER

C(ﬂ?) - 1 — Zzozl (1 - tn:_;l C?) =.

T —1as1+ n
oo (=1)"Inn , 1 )
3) Yol —— =7'(1) =72 - S In(2)%.
Exercice 46.
Pour k fixé et z € [0,1[ on a 0 < f(z) < polynéme(z) + > no, z*™ = polyndme(z) + 7 1 F et 1 o~
- —x

1
k(1 —x)

2

au voisinage de 1 donc 0 < f(z) < m

pour z suffisament proche de 1.

Exercice 47.
2) soit y € [e,d] et ¥, = f, 1(y). La suite (x,,) admet au plus une valeur d’adhérence, z = f~1(y).

Exercice 48.
Oui : |sup fr —sup f| < || fu = flloo-

Exercice 49.
1) Il y a convergence normale sur tout intervalle [a, +oo[ avec @ > 0. Il n’y a pas convergence normale

au voisinage de 0 car sup{ xe‘"””’ T > O} =1 atteint pour z = 1gt > 1 diverge (série de
Inn enlnn n nlnn
Bertrand). Par contre il y a convergence uniforme sur [0, +oo] car
oo oo — —
1 " t/(1—e "), t=0
OSka(x)g re kT — xre _ gsup{/( € )7 = }
Inn Inn(l—e™%) Inn
k=n k=n
3) M =3, el;n; fava Yo, Fln = +00 par convergence monotone.

Exercice 50.

Comparaison série-intégrale, f(z) — In(2).
r—1-
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Exercice 51.
1) —1<t<l1.
2) Pour0<t<letn>2ona:
t" t"
(1—1) = -1
1—t" 14+t+...+t"

t”+t”((l—t)+(1—t2)+...+(1—t"_1))

n n(l+t+...+t" 1
ot N (" —t" ™ (n—1)+(n—2)t+... +t"7?)
o n(l+t+... .+t
dott 0 < (1 —1%) 1 t”tn _fgn—l (t" — ") <t — 7 HL (vrai aussi si n = 1) et en sommant :
— n

0< (1—#)SEt) +In(1—1t) < 1.

Exercice 52.
1) La série converge normalement et ¢ est continue.
2)  est 1-lipschitzienne, mais on ne peut rien en déduire pour f :

ona [f(h)— f(0)] = f(h) = > ,_,3"h = W%h donc f n’est pas

n=1

pourNﬁxéetO<h<ﬁ,
lipschitzienne au voisinage de 0.
3) D’apres ce qui précede, le taux d’accroissement de f en 0 est arbitrairement grand, donc f n’est pas

dérivable en 0. On montre de méme que f n’est pas dérivable en x € R.

Exercice 53.
On suppose h réel. La série converge localement normalement sur R* donc f est définie sur R et continue

.9
SH;#Sit¢OM/J(O):1((peStC°°surR

comme somme d’une série entiere de rayon infini). Pour h # 0 on a :

sur R*. Continuité en 0 : on pose A,, = Y 7o ai et ¢(t) =

e} 00 S nh
= 32 = An)e0h) = Argl() + 3 Anilnh) = 9 (0= 1I) = Arpl)+ 3 A, / (1) dt.

n=2 n=2

Cette derniere série est uniformément convergente sur R car A4,, — O et ftt%o | (¢)| dt est convergente.
n—oo -

Exercice 54.
1) Soit k = |n/27|.
Ona Fy(z) = 25X [ fa+0)f (0 dt+ L [, Fla+Df () dt — [T Fla+0f () dt.

2) uniforme.
3) Cauchy-Schwarz.

Exercice 55.
g = x +— f(tan(xz/2)) est limite uniforme de polynoémes trigonométriques.
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Exercice 56.

1) CSA:0< f(z) < \/ﬁ donc f(x)ijo.
2) N
x
Z VEp+1)2+22 /(2p+2)2 + 22
2p+2
dt
/ 2pt1 ( t2+33 )3/2
(2p+2)/= u
= Z/ 2 3/2 du.
p=0 Ju=(2p+1)/z (u” +1)
OnafﬁOWduzlzaeravec:
(2p+1)/z (2p+2)/z U
p 0 fu (2p) /r u + 1)3/2 duet b= p 0 f (2p+1)/'r U + 1)3/2 du l‘f(x)

h:u— W est croissante sur [O, \E} et décroissante sur [\/;, —&—oo[ donc |a —b| < 3||];||oo7
1
et xf(x) et

Exercice 57.

oodt< < X +oo dt L:l oo dt _
Ona [ xSy (x) < e + [, i STt + O(t) donc [, 3 In(z) + O(1). On

en déduit S;(z) ~ _thx.

La méme méthode ne marche pas pour Sy car le terme résiduel, —%— n’est pas négligeable devant

sh*(x)
oo Tdt . Par contre, on peut remarquer que la série ZOO ﬁiﬂ est normalement convergente
=2 sh*(t) ’ "=l sh? (nx)

sur R, d’out Sa(z) ~ %

Exercice 58. . i) .
x n ,1(n x 29
1) S"(t):%(%)nﬁo% e )71—2tségsxm+t2 pour =1 <t <1.

tei® 1—te™
1 n sin(pz
2) [, Sa(t)dt =0, ;p ),
1 _ . . _ rtanz/2 du _ m—=x
JioS(t)dt = (t — cosz = usinz) = [T/ ° T2 2 -

sin(pz) 71 —2 .

3) TCD : |9,.(1)] < -z

2 intégrable par rapport & ¢ sur [0,1]. On en déduit Z;O=1
x
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Exercice 59.
1) R est trivialement un R-ev. Le théoréme de décomposition en éléments simples donne une base de R
en se limitant aux éléments simples n’ayant pas de pole dans [0, 1].

R, » n’est pas un ev. Par exemple appartiennent & Ry ; mais pas leur somme.

X+1% X2
2) Soit (fx) une suite d’éléments de R, ,, telle que ||g— fx | . d. Onnote f, = P/Qy avec P, € R,,[X],
—00

Qr € Ry[X] et ||Qkll = 1. On a ||Pg|l < [lg — frll + |lg]| donc les suites (Py) et (Qk) sont bornées
dans R,,,[X] et R, [X]. Quitte & prendre une sous-suite, on se ramene au cas Py P P e R, [X] et
— 00

Qr — Q € R,[X] avec de plus [|Q|| = 1.
k—o0

Si @ n’a pas de racine dans [0,1], il existe & > 0 tel que |Q(z)] > a pour tout = € [0,1], donc
|Qr(z)| = 3o pour tout = € [0,1] et tout k assez grand. On en déduit que la suite (P;/Qy) converge
uniformément vers P/Q sur [0, 1] et que 1o = P/Q convient.

Si @ admet dans [0,1] des racines ai,...,a, de multiplicités a1,...,a,, on note Q° = J[.(X —
a;))® et Q' = Q/Q°. Soit M = max{||g — fi|, ¥ € N}. Pour tous x € [0,1] et k € N on a
l9(2)Qr () — Pe(z)] < M|Qr(x)| donc & la limite, |g(z)Q(z) — P(z)| < M|Q(z)| pour tout x € [0, 1].
Ceci implique que Q° divise P, on note P! = P/Q". Alors pour tout z € [0,1] et ¥ € N on a
19(2)Q° () — Pe(2)Q°(2)/Qu(2)] < lg—FillQO@)), d'oi lg(2)Q () — P (2)Q°(x)/Q ()] < dIQ°(x)|

et finalement 79 = P1/Q! convient.
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Exercice 60.

2) Soit P, le polynéme de Lagrange défini par P,(z;) = fn(z;) et degP,, < p. Les coordonnées de
P, dans la base de Lagrange forment des suites convergentes donc la suite (P,) est uniformément
convergente sur [a,b]. Quant a la suite (Pép )), c’est la suite nulle. Donc on peut remplacer f,, par
fn — P, dans I’énoncé, ce qui revient & supposer que f,(z;) = 0 pour tous n et i. Soit f la fonction
définie par f(x;) = 0 et f®) = g : f existe (prendre une primitive p-éme arbitraire de g et lui
soustraire un polynéme de Lagrange approprié) et est unique (la différence entre deux solutions est
polynomiale de degré < p et s’annule en p points distincts). On remplace maintenant f,, par f, — f,
et on est rammené & montrer que : si f,,(x;) = 0 pour tous n et i et si ( fﬁp )) converge uniformément
vers la fonction nulle, alors (f,,) converge uniformément vers la fonction nulle. Ceci résulte du lemme
suivant :

Il existe une fonction o, bornée sur [a,b)?, indépendante de n, telle que f,(z) = ftb:a wp(x,t) (P (t)dt.
Démonstration. On écrit la formule de Taylor-intégrale pour f,, entre x et y :
y_wpfl B Y y_tpfl
) = fola) + =)o)+ L gty [° B0 g0
(p—1)! == (p—1)!

L’intégrale peut étre étendue & l'intervalle [a, b] sous la forme ftb:a up(z,y,t) ) (t) dt en posant

(y—t)P Y (p-1)! siz<t<y;
up(z,9,8) =9 —(y =P/ (p—1)! siy<t<umz;
0 sinon.
En prenant successivement y = 21, ..., y = Z,, on obtient un systéme linéaire en f,(z), ..., flp*l)(x)
de la forme :
— r\p—1
Fule) + @ =) fa@) + ot SIS V@) = ) (e 0 (0 at
p—1) -
: R
muwwm—@ﬁwwan+9ﬁf%rﬁﬁﬂu>= — Jiy w0 f (1) dt
La matrice M de ce systeme est la matrice de Vandermonde de z; — z,...,x, — x, inversible. On

en déduit, avec les formules de Cramer, une expression de f,(z) a laide des intégrales du second
membre, de la forme voulue. Le facteur ¢, est borné car le dénominateur est det(M) = [[,_;(z; — i),
indépendant de x.

Exercice 61.
Développer en séries sous l'intégrale, multiplier, permuter avec I'intégrale puis simplifier.

Exercice 62.

1) A z fixé, f(z) = o(1/n*?).
2) |fr(x)] = % < # Il y a convergence normale de > f/ donc on peut dériver terme a terme.

1

3) f?lz(x) = ?g(n:v) avec g(t) = - 2t

+ 2
sur [v/3, +o0[ de limite nulle en +oo d’ot |7 (z)| < %|g’(na)| =0(1/n3) pour x > a > 0.

donc f/(x) = %g' (nz). Par étude de fonction, g’ est croissante
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Exercice 63.
1) La fonction nulle.
2) h(2z) = h(z) — xh*(z) pour x # 0.
3)a) 0< Ti(y) = 1— 2y < 1.

B st () — hn(@)] = [Ta(hn(@/2)) = Telhn1(2/2)] < |hn(2/2) — h_1(2/2)| et par récurrence
|hni1(z) — hp(2)] < |hi(z/27) — ho(z/2™)] < 1/2"F1 : la série télescopique est normalement
convergente.

c) Soit h = lim(hy). C’est une fonction continue non nulle car h(0) = 1, et qui vérifie 2). La
fonction f = x — xh(x) est solution de (E) sur [0, 1], continue non identiquement nulle et donc
non constante.

d) On note fy la fonction précédente et on pose pour = € [0,1] = f1(2z) = 2fo(x) — 2f3(z), ce qui
définit f; sur [0, 2], continue, coincidant avec fo sur [0, 1] et solution de (E) sur [0,2]. On définit
de méme fy sur [0,4] & partir de f1, etc et on pose enfin pour z > 0 f(z) = f,(x) ou n est choisi
tel que z < 2". Le résultat ne dépend pas de n et f convient. On peut encore prolonger f a R par
parité pour obtenir une solution sur R continue et non constante.

Exercice 64.
1) Dy(z) =

sin(nz/2)sin((n 4+ 1)x/2) = cos(z/2)(1 — cos(nzx))
: , Dn(x) = . :
sin(x/2) 2sin(z/2)
2) [T, Dn(x)dz =235 ., 1/k+ (0 ou1)/n et on compare la série a [ dt/t.
3) (i) (ii) par convergence normale de Y by sin(kz).
(ii)<(iii) par intégration terme a terme, cas réel positif.

Exercice 65.

1) Dy =R\Zet f(z) = L+ 332, 2.

2) c) La formule ne marche que si 2z n’est pas entier.

3) f(x) — 1/x et wcotan(wx) — 1/x se prolongent par continuité en 0 (avec des limites nulles), donc la
différence aussi. Par 1-périodicité, cette différence se prolonge par continuité a R entier.

4) Soit g(x) = f(x) — wcotan(mx) pour z € R\ Z et g(x) = 0 pour x € Z : ¢ est continue, vérifie la
relation fonctionnelle g(2z) = (g(z + 3) + g(z)) pour « € R\ 3Z, et donc aussi pour tout = € R par
continuité. On en déduit g(z) = 0 pour x € %Z, puis pour tout x € Z[%] et enfin pour tout x € R par
densité.
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