Polynomes

Exercice 1. Familles libres de polynémes
Soit a,b € K avec a # b. On pose P, = (X — a)*(X — b)" . Démontrer que la famille (P,, ..., P,) est
libre.

Exercice 2. Formule de Van der Monde
Soit n € N*. Pour k € [0,n] on pose P, = X*(1 — X)"~*. Démontrer que B = (P, ..., P,) est une base

de R, [X]. Calculer les composantes dans B de dd;n (X™(1 = X)™). En déduire la valeur de Y, (}) 2.

Exercice 3. Familles libres de polynémes
Soient U,V € K[X] non constants. On pose P, = U*V"~F. Montrer que (P, ..., P,) est libre ...
1) lorsque U AV =1.
2) lorsque (U, V) est libre.

Exercice 4. Ensi PC 1999
Déterminer les polydmes P € Ry,_1(X) tels que P(X) 4 1 est multiple de (X — 1) et P(X) — 1 est
multiple de (X + 1)™.

Exercice 5. Opérateur différence

Soit K un corps de caractéristique nulle. On note U, = X(X - 1)"p"(X —p+1)

A {K[X] —  KI[X]
' P — PX+1) - PX).

1) Démontrer que la famille (U,),en est une base de K[X].

2) Calculer A™(U,).

3) En déduire : VP € K,[X], P = P(0) + (AP)(0)U; + (A2P)(0)Usz + ... + (A" P)(0)U,,.

4) Soit P € K[X]. Démontrer que P(Z) C Z si et seulement si les coordonnées de P dans la base (Up)
sont entieres (on consideére que Z C K vu car(K) = 0).

5) Soit f : Z — Z une fonction quelconque. Démontrer que f est polynomiale si et seulement s’il existe
neNtq A™(f) =0.

Exercice 6. Liberté de P(X),...,P(X +n)
Soit K un corps de caractéristique nulle et P € K[X] de degré n.
Démontrer que la famille (P(X), P(X 4+ 1),...,P(X + n)) est une base de K,,[X]. On pourra utiliser
l'opérateur A de I'exercice 5.

Exercice 7. (X + 20)",...,(X + zx)", Centrale MP 2003
Soit k € N* et zp,...,2, des complexes. Soient les polynémes Py = (X + 20)",..., P = (X + zp)".
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (P, ..., Py) soit une base de C,[X].

Exercice 8. P— X |PoP - X
1) Soit P € K[X]. Démontrer que P — X divise Po P — X.
2) Résoudre dans C : (22 432+ 1)2 4+ 322 + 82 +4 = 0.

Exercice 9. P— P(X +1)+ P(X —1) — 2P(X)

pour p € N, et

K[X] — K[X]

Soit K un corps de caractéristique nulle et & :
P — PX+1)+PX-1)-2PX).

1) Chercher deg(®(P)) en fonction de deg P.
2) En déduire Ker @ et Im &.
3) Montrer que : VQ € K[X], 3P € K[X] tq &(P) = Q et P(0) = P'(0) = 0.
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Exercice 10. P — (X —a)(P'(X)+ P'(a)) + P(X) — P(a)
Soit K un corps de caractéristique nulle, a € K et

oo {BB] = Kol
' P — (X —a)(P'(X)+P(a)+P(X)— Pla).

Chercher Ker @ et Im &.

Exercice 11. A+ B=C?+ D
deg A =degC =m
Soient A, B,C, D € R[X] tels que : {degB < 2m, deg D < 2m
A3+ B=C3+D.
Montrer que A = C et B = D. Trouver un contre-exemple avec des polynémes a coefficients complexes.
Exercice 12. P(n) | P(n+ P(n))
Soit P € Z[X], n € Z, et p = P(n). Montrer que p divise P(n + p).

Exercice 13. P(a/b) =0 = a — kb divise P(k)
Soit P € Z[X] et a,b € Z* premiers entre eux tels queP(a/b) = 0.
1) Montrer que a divise le coefficient constant de P.
2) Montrer que pour tout k € Z, a — kb divise P(k).

Exercice 14. Automorphismes de K[X]

Pour A € K[X] on note @4 : KIX] — KX
P +—— PoA
1) Démontrer que les applications @4 sont les seuls endomorphismes d’algebre de K[X].

2) A quelle condition @4 est-il un isomorphisme ?

Exercice 15. Sous anneau non principal de K[X]
Soit A = {P € K[X] dont le coefficient de X est nul}. Démontrer que A est un sous anneau non principal
de K[X].

Exercice 16. Equation P2 + Q? = (X? +1)?
Trouver P,Q € R[X] premiers entre eux tels que P? + Q% = (X2 +1)%

Exercice 17. Equation X(X —1)P' + P> = (2X + )P +2X =0
Trouver tous les polynémes P € K[X] tels que : X(X —1)P’ + P? — (2X +1)P +2X =0.

Exercice 18. P(X)+ P(X +1) =2X"
Soit K un corps de caractéristique nulle.
1) Montrer qu’il existe un unique polynéme P, € K[X] tel que P,,(X) + P,(X + 1) = 2X™.
2) Chercher une relation de récurrence entre P, et P,_.
3) Décomposer P, (X + 1) sur la base (Pg)ken-
4) Démontrer que P, (1 — X) = (=1)"P,(X).
Exercice 19. (1- X)"P+ X"Q =1
1) Démontrer qu'il existe P, Q € K,,_1[X] uniques tels que (1 — X)"P + X"Q = 1.
2) Mountrer que @ = P(1 — X).
3) Montrer que : I\ € K tel que (1 — X)P' —nP = X""1L.
4) En déduire P lorsque car(K) = 0.

Exercice 20. Endomorphismes de K[X]| qui commutent avec la dérivation
Soit K un corps de caractéristique nulle et ¢ € L(K[X]) commutant avec la dérivation, c’est & dire :

VP eK[X], &(P')=ao(P).
1) Montrer qu'il existe un unique suite (ax)ren de scalaires tels que : V P € K, [X], (P) = 3"} _, ax P®).

2) Décomposer ainsi endomorphisme @ : P — P(X + 1).

polynomes.tex — page 2



Exercice 21. P est positif = P+ P’ + P" + ... aussi
Soit P € R[X] tel que : Yz € R, P(z) > 0. Démontrer que : Vz € R, (P+ P + P" +...)(z) > 0.

Exercice 22. P(tana) = Q( 1 )

COS «x

Soit P € R[X]. Existe-t-il @ € R[X] tel que Va €| - 7, Z[, P(tana) = Q( colsa) ?
Exercice 23. X" 4+ 1/X" =P, (X +1/X)
1) Montrer que pour tout entier n € N il existe un unique polynéme P, € Z[X] vérifiant :

VzeC* 2"+ 2" =P, (2 +271).

2) Déterminer le degré, le coefficient dominant, et les racines de P,.
3) Pour P € C[X], on note P le polynéme tel que :

VzeC*, P(z)+P(z7!)=P(z+271).
Etudier Papplication P — P.

Exercice 24. Polytechnique MP* 2000
1) Donner un isomorphisme f entre C"*! et C,[X].
(Cn+1 — (Cn+1
2) Montrer que o : { est linéaire.
(agy..-yan) +—  (an,ag,...,an-1)

3) Si P,Q € C[X], on définit le produit PQ comme le reste de la division euclidienne de PQ par X" —1.
Montrer que I'application induite par o sur C,[X] (c’est-a-dire f o o o f~1) est Papplication qui & P
associe X P.

4) Soit F un sous-espace de C"*! stable par o.

Montrer qu’il existe un polynome @ tel que f(F) = {RQ, R € C,[X]}.

Exercice 25. Centrale MP 2002
Déterminer tous les polynémes P tels que P(C) C R puis tels que P(Q) C Q et enfin tels que P(Q) = Q.

Exercice 26. Polytechnique MP 2002
Soient @1, ...,z, € C distincts et y1,...,y, € C. Trouver E = {P € C[X] tq Vi, P~ '({v;:}) = {z:}}.

Exercice 27. ENS Ulm MP 2002
Soit S C Nfiniet P =3 _ga,X° € C[X].
1) On suppose que les a, sont réels. Montrer que P a moins de racines strictement positives distinctes
que la suite (as) n’a de changement de signe.
2) On suppose que P vérifie : Vs € S, P(s) = 0. Montrer que P est nul.

Exercice 28. 2,160:01 L]{: > 1, Ens Ulm-Lyon-Cachan MP* 2003
T —
Montrer que I’ensemble des solutions de I'inéquation Zi()z()l _k_ > 1 est une réunion finie d’intervalles
T —

k

disjoints. Calculer la somme des longueurs de ces intervalles.

Exercice 29. Polynéme positif, Ens Ulm MP* 2003

Soit P € R[X]. Montrer :

(Vz >0, P(z) >0) & (3£ € Ntq (X + 1)’ P(X) est & coefficients strictement positifs).
Exercice 30. Diviseurs premiers de la suite (P(n)), Ens ULM-Lyon-Cachan MP* 2003

Soit P € Z|X] non constant et F ’ensemble des diviseurs premiers d’au moins un P(n), n € Z. Montrer
que E est infini.

Exercice 31. Centrale MP 2004
Soit n € N*. Montrer l'existence de P,, € R[X] tel que 1 + X — P2 est divisible par X".

Exercice 32. Polynémes a coefficients entiers, ULM-Lyon-Cachan MP* 2004
On donne un entier n > 0.
Montrer qu’il existe des polynémes P, ..., P, dans Z,[X] tels que Vi,j € [0,n], ftlzo t'P;(t)dt = §;5.
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solutions

Exercice 4.
PX)=-14QX)x(X -1 X+D)"| QX)X -1)"-2c X" | QX -1(X -2)"—-2.

Soit 2 = A(X)(X —2)" + X" B(X) la division suivant les puissances croissantes de 2 par (X — 2)" a
Pordre n. On obtient X™ | Q(X —1) — A(X) soit Q(X) = A(X+1)+ X"R(X) et deg(P) < 2n < R = 0.

Calcul de A(X) par développement limité : m = é () 2% + O(z™) donc :
)" XF S k-1 x*
Ay = £ Z( N kz( =
=0

Exercice 6.
vect(P(X), P(X+1),..., P(X +n)) contient P, AP, AP, ..., A"P donc K,,[X] d’aprés le thm des degrés
étagés.

Exercice 7.

Déja il est nécessaire que k = n. Supposant ceci réalisé, la matrice de (P, ..., P;) dans la base canonique
de C,[X] est équivalente a la matrice de Vandermonde de zg,...,z;. Donc une CNS est : k = n et
20, ..., 2k sont distincts.

Exercice 8.
1) PoP—X=(PoP—P)+(P-X).
2) P(2) =22 +324+1=>2=-1,-1,-2+1.

Exercice 10.
Ker® = Ko[X], Im® = (X — a)K,,_1[X].

Exercice 12. "
Formule de Taylor : Y iduld o € Z[X].
Exercice 13.
2) Appliquer le 1) & P(X + k).
Exercice 16.
P=a(X?2+1)+bX +c¢ N P =cosf(X?—1)+2Xsin0
Q=d(X?+1)+VX +¢ Q =sinf(X%—1)—2X cos¥.
P AQ =1 car +i ne sont pas racines de P et Q.

Exercice 17.
degP<2=Pe{l,X,X+1}.

Exercice 18.
1) isomorphisme P— P(X)+P(X +1).
2) P, =nP,_
3) P (X + ) Zk o (%) Px (Taylor).
4) Qn(X) = (1—X)=>Q (X) +Qn(X +1) =2(-1)" X"

Exercice 19.
1) Bezout généralisé.
3) (1-X)P —nP)1-X)""1+(nQ+XQ)X" 1 =0.
4) PEHD(0) = (n + k)PW(0) = P = Y302 (") x*.
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Exercice 21.
Q =P+P +P' +...: Q) — +oo, donc il existe « € R tel que Q(«) soit minimal. Alors
T—r 00

0=Q(a) = Q(a) — P(a) = minQ > 0.

Exercice 22.
oui ssi P est pair.

Exercice 23.
1) Py(u) =2, Pi(u) =u, Pyy1(u) = uPp(u) — Pp_1(u).

2) uy ZQCOS((QIC;:)W), k=0,....,n—1.

Exercice 24.
3) trivialement vrai ou trivialement faux selon le choix qu’on a fait en 1.
4) Soit @ € C[X] et Fg = {RQ, R € C,[X]}. On a Fg = {RQ, R € C[X]} de maniére évidente, donc
Fq est stable par la multiplication modulaire par X.

Soit réciproquement F' un sev de C,,[X] stable par la multiplication modulaire par X. Si (Py,..., P)
est une famille génératrice de F' alors @ = pged(Py, ..., P;y) € F d’apres la relation de Bézout et la
stabilité de F' donc Fg C F' et P; € Fg puisque @ divise P; d’ou F' C F et F' = F{.

Exercice 25.
Tout polynéme & coefficients complexes non constant est surjectif sur C donc P(C) C R & P = a
(constante réelle).

On a par interpolation de Lagrange : P(Q) C Q & P € Q[X].

Montrons que P(Q) = Q< P =aX +baveca € Q*, b€ Q : la condition est clairement suffisante. Pour
prouver qu’elle est nécessaire, considérons un polynéme éventuel P de degré n > 2 tel que P(Q) = Q. On
sait déja que P est a coefficients rationnels, soit : P = i(ao +a X +...+a,X") avec a; € Z, a, 0 et
d € N*. Soit 7 un nombre premier ne divisant ni a,, ni d, et = p/q (forme irréductible) un rationnel tel
que P(x) =1/m. On a donc : m(apq™ + ...+ a,p™) = dg™ ce qui implique que 7 divise ¢. Il vient alors :
anp" = dq"/T — apq" — ... — a,_1qp" "' ce qui est impossible puisque 7 est facteur du second membre
(n > 2) mais pas du premier (p A g = 1).

Exercice 26.
Clairement £ = & si les y; ne sont pas distincts. Si y1,...,y, sont distincts, soit P € E, n = deg(P)
et A le coefficient dominant de P (P # 0 car P~1({y;}) est un singleton). Alors P(X) — y; a pour seule
racine x; donc P(X) —y; = A(X — z;)". Pour n =1 on obtient P(X) = y; + A(X — x1) avec A € C*.
Pour n > 2 on obtient yo —y; = A(X —21)" — M(X —22)" = nAX" " 1(29 —x1) +... ce qui est impossible
donc £ = @.

Exercice 27.
1) Récurrence sur card(S) en mettant le terme de plus bas degré en facteur et en dérivant le quotient.
2) Appliquer la question précédente aux suites (R(as)) et (S(as)).

Exercice 28.

Soit f(x) = ,160201 - ﬁ iz f est strictement décroissante de 0 & —oo sur | — 00, 0[, de +00 & —o0 sur
chaque intervalle |k, k+ 1], 1 < k < 100 et de +00 & 0 sur 100, +o00[. Donc il existe des réels aq, ..., @100
avec 1 < <2< ag <...<ag < 100 < ajgo tels que E = {x € Rtq f(z) > 1} = ,i(i()l]k,ak]. La
somme des longueurs est L = Z,lcozol ap — Ziozol k et aq,...,a190 sont les racines du polyndme :
100 100 100
PX)=[[xX =k =D k][(X—i)=X"0—2X9Y "k+...
k=1 k=1 itk k=1

Dot 3% ap = 25,0 ket L =33 k = 5050.

polynomes.tex — page 5



Exercice 29.
Le sens < est trivial. Pour le sens =, il suffit de vérifier la propriété lorsque P est irréductible, strictement
positif sur RT, et le seul cas non trivial est celui ot P est de la forme : P = (X — a)? + b2 avec a > 0,
b > 0. Dans ce cas, le coefficient de X* dans (X + 1)*P(X) est : (£) (a® +b%) — 2a (,°,) + (.",), en
convenant que (z) vaut 0 si 'on n’a pas 0 < y < . En mettant ce qui peut I'étre en facteur et en
ordonnant le reste suivant les puissances de k, on est rammené & montrer que la quantité :

E2(a® 4+ b% + 2a + 1) — k((a® + b?) (20 + 3) + 2a( + 2) + 1) + £2(a® + b?)

est strictement positive pour tout k € [0, + 2] si £ est choisi convenablement. Or le discriminant par
rapport a k est équivalent & —4¢2(2a + 1) lorsque ¢ tend vers +oco donc un tel choix de £ est possible.

Exercice 30.
On suppose E fini et on montre que P est constant : en supposant ¢ # 0, il existe a € Z tel que P(a) # 0.
Soit N = [[,cm pttorP(@) - Alors pour tout k € Z, P(a 4+ kN) = P(a) (mod N) (formule de Taylor),
donc v, (P(a + kN)) = v,(P(a)) pour tous k € Z et p € E. Comme P(a + kN) est produit d’éléments
de E, on en déduit que P(a + kN) = £P(a) pour tout k, donc P prend une infinité de fois la méme
valeur.

Exercice 31.
Prendre pour P, la partie réguliére du développement limité a l'ordre n de /1 + x.

Exercice 32.
Analyse : on pose P; = ag+ a1 X + ...+ a, X" et on considere la fraction rationnelle

ag ai G P(X)
F(X)=— = .
=Ty T e T Xy X+

L 1 P(i + 1 ' !
Alors / t'Pi(t)dt = F(i +1) = w donc P(j + 1) = M et P(k) = 0 pour tout
=0 (i+n+1)! J!

ke [l,n+1]\{j+ 1}, soit

(j+n+1) X —k nei (G+n+1)!
px)=STET ] S =y L T (- k) = ().
Synthese : soit Q); le polynéme ci-dessus et ag,...,a, les coefficients de la décomposition en éléments
simples de Q(X) . On doit juste vérifier que les a; sont entiers. Calcul :

X(X4+1)...(X +n)

Q;(=9)

(=1)%! (n —)!
(i+i)NE+n+1)(G+n+1)

(i +7+DIEN2GN% (n— i) (n — 5)!

(D)0 (e

€ Z.

a; =
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