Intégrales généralisées

Exercice 1. Etude de convergence
Etudier la convergence des intégrales suivantes :
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Exercice 2. Calcul, fractions rationnelles
Prouver la convergence des intégrales suivantes puis les calculer :

1) /+cx> dt 2) “+o0 dt 3) /+oc dt
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Exercice 3. Calcul, fonctions trigonométriques
Prouver la convergence des intégrales suivantes puis les calculer :
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Exercice 4. Calcul, radicaux
Prouver la Convergence des intégrales suivantes puis les calculer :
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Exercice 5. Calcul, divers
Prouver la convergence des intégrales suivantes puis 1es calculer :

oo et dt Hoeo oo Vi
1) / 2) / —_— 3) te”Vtdt
=2 —5e' +6)(e' — 1) ch™t+sh™t t=0
1 1 +oo 3
In(1 -t t°Int
4) arcsin t dt 5) M dt 6) / 71143 dt
t=0 =0 (14+1%)

w/2 1 t +o0 Int
7)/ In sin ¢ dt 8)/ - 9)/ m
t=0 t=0 1+t

1 +o0 2
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10) / e 11) / ——  12) / 1n<1+—) dt
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o [l e
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Exercice 6. Centrale PC 1999
Soit (aj) une suite de réels telle que Y_;_; ar = 0. Etudier la convergence de f;%o (> r_o ak cos(ayt)) dt/t.
Exercice 7. Chimie P 91
Existence et calcul de f(z) = [ dt/(1 — zcost).

Exercice 8. Chimie P 1996
Convergence et calcul de f;%o tdt/sht (on pourra décomposer l'intégrande en somme d’une série de
fonctions).

Exercice 9. Calcul par récurrence
On pose I, ﬂ/2 o cos(2nt) In(sint) dt (n € N*). Calculer 2n1, —(2n+2)I, 1 et en déduire I,, en fonction

de n.

Exercice 10. Calcul par récurrence

g cosntdt
Soit o € 10, 7] et In:/ .
t—o 1 —sinacost

Calculer I,, + I,,+2 en fonction de I,,41 puis exprimer I,, en fonction de a et n.

Exercice 11. Calcul par récurrence

Calcul 6 I 1 tdt
alculer par récurrence : = —_— .
" i B — 1)
Exercice 12. Mines-Ponts 1999
Foo dt

Calculer I, = .
et /tzo G+ 1)(+2).. (t+n)

Exercice 13. Calcul de [ sint/tdt

+o00 400 :.2
sint sin“ ¢
1) A laide d’une intégration par parties, montrer que / - dt = / 2 dt.
t=0 t=0
/2 sm2 nt ™/2 sin® nt
2) Montrer que l'intégrale I,, = / dt est comprise entre les intégrales A, = / 7 dt et
t=0 t=0 S
B, = ::/02 cotan? ¢ sin? nt dt.

3) Calculer A, + A, 2 — 24,41 et A, — B,,. En déduire les valeurs de A,, et B,, en fonction de n.

I 0 gin? t
4) Montrer que =2 — J = / —5— dt et donner la valeur de cette derniere intégrale.
n n—oo =0

Exercice 14. [° périodique/tdt
Soit f R — R continue, périodique de période T > 0. On note m = % ftT=0 f(t)dt. Montrer que

f (t)/tdt converge si et seulement si m = 0.
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Exercice 15. [ f(t)/tdt
Soit f une application continue de [1, +oo[ dans R. Montrer que si I'intégrale |, J“;o f )dt converge, il en
est de méme de 'intégrale j;:io (t)/tdt. On pourra introduire la fonction F(z) = [;" f

Exercice 16. Polynémexe™!

. { R,[X] — R°*!

Soit ¢ :

P +— (ao, ey an)
1) Justifier I'existence de ¢.
2) Montrer que ¢ est un isomorphisme d’ev.

avec ay = :%C etk P(t)dt.

Exercice 17. Constante d’Euler

Xt —t
Calculer / 2[ ] dt¢ en fonction de la constante d’Euler.
t=1

Exercice 18. Constante d’Euler
Soit v la constante d’Euler. Montrer que ...
too 4 Ll—et—e Wt b 1
1) [ e tintdt=—v. 2 ———dt=~. 3 (7+7)dt:
) ft*o ! ) t=0 3 7 ) t=0 \1 In(1 —1¢) !
Exercice 19. Sommes de Riemann
Soit f : [a,b[— R continue croissante. On pose S, =

b=y fla+ kb=,

1) Si ft t) dt converge, montrer que Sy, = ft f(t)dt.
2) Si ft t) dt diverge, montrer que Sy, i ~+00.

Exercice 20. Sommes de Riemann
Calculer lim,, T + \/1121— 1 +...+ m

Exercice 21. Comparaison série-intégrale
Soit f : [0, +co[— R continue décroissante telle que | J:)O f(t)dt converge.

1) Montrer que la série >, f(k) converge et encadrer le reste : >~ f(k) a 'aide d’intégrales de f.
2) Application : Pour o > 1, donner un équivalent pour n — oo de Y ;o k=

Exercice 22. Comparaison série-intégrale
Soit f: RT — R. On pose, sous réserve de convergence, g(t) =Y - f(nt) pour t > 0.
1) Si f est monotone et intégrable, montrer que g(t) existe pour tout ¢ > 0 et que 'on a :

tolt) — [ () du
2) Méme question en supposant f de classe C! et f,f’ intégrables.
3) On suppose maintenant f de classe C2 et f, f', f" intégrables.
Montrer que g(t) = + O+oo [+ 2£(0) 4+ Opso+ (2).
Exercice 23. Valeur moyenne d’une variable aléatoire a densité
Soit f : [0, +oo[— R continue telle que ft:%o tf(t)dt converge. On pose F(z) = jf f(t)de.
1) Justifier 1’existence de F(z), et montrer que F(x) = o(1/z) pour x — +o0.
2) Montrer que ft o F(t)ydt = ;Zo tf(t)dt
Exercice 24. [ f(t)/t*dt
Soit f Rt — R+ une fonction de classe C! vérifiant : Ja > 0tq Ve > 0, f/(z) > . Montrer que
ff (t)/t? dt diverge.

Exercice 25. z(f(x) — f(z + 1))
Soit f : [1,+oc[— RT une fonction décroissante telle que j;iio f(t)dt converge.
Montrer que zf(x) - 0, puis que ft-:o t(f(t) — f(t 4+ 1)) dt converge, et calculer la valeur de cette
Tr—+00 -

intégrale.
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Exercice 26. f(|t —1/t|)
Soit f : [0, +o0o[— R une fonction continue telle que f;;o f(t) dt converge.

Montrer que [,°°° f(t)dt = ["% f(|t — 1/]) dt.

Exercice 27. (f(az) — f(z))/z
1) Soit f :]0,+00[ — R une fonction continue telle que f(x) —0>+£ et f(x) — Lavec!, L €R.
x—

r—+00

o flat) — f(¢
Pour a > 0, établir la convergence et calculer la valeur de / M dt.
t=0

1
2) Application : Calculer / i1 dt.
t=0 Int
Exercice 28. f(t+ a)— f(t), Ensi PC 1999
1) Soit f : Rt — RT continue ayant une limite finie en +co. Montrer que Li%o(f(t +a) — f(t)dt
converge.
2) Calculer f;%o (arctan(t + 1) — arctan(t)) dt.

Exercice 29. Valeur moyenne sur [z — 1,z + 1]
Soit f : R — R continue telle que f;o_ooo | f(t)|dt converge. On pose F(z) = 3 ;:;1_1 (t)dt.
Montrer que f;__oo F(t)dt = ::_OOO f(t)de.

Démontrer le méme résultat en supposant seulement la convergence de f;o_ooo f@)de

Exercice 30. ([t¢f(t)dt)/x
Soit f : [0, +00[— R continue telle que f;%o f(t)dt converge. Montrer que 2 [* — 0.

:E~>+oo

Exercice 31. f uniformément continue
Soit f : [0, +oo[— R uniformément continue telle que f;%o f(t)dt converge.
1) Montrer que f(t) M 0 (raisonner par I’absurde).
—+00

2) Si f est positive, montrer que f;%o f2(t) dt converge.
3) Donner un contre-exemple si f n’est pas de signe constant.
Exercice 32. f décroissante = xf(xz) — 0
Soit f : [0, +0o[— R continue telle que f;%o f(t)dt converge.
1) Si f(x) — L, combien vaut L ?
r—+00
2) Donner un exemple ot f n’a pas de limite en +oo.
3) Si f est décroissante, montrer que xf(z) — 0.
x

—+o0

Exercice 33. [e/t,dt
On pose f(x) = t:;o e~t/tdt.
1) Chercher lim,_, 4 f(x).
2) A laide d’une intégration par parties, donner un équivalent de f(z) pour z — +o0.
3) Donner un équivalent de f(z) pour z — 07.

Exercice 34. Intégrale de Gauss
2 2
1) Montrer que pour 0 < z < y/non a: (1 — )" < e=*" et pour z quelconque : e~ < (1 + =)
2) Calculer les 1ntegrales n ft (L= )rdt et J, t—:)o(l + %)_" dt en fonction des intégrales :
= [’ /2 cosP ¢ dt.
3) On admet que K, / quand p — oo. Calculer f+°° —* 4t

Exercice 35. Intégrales de Gauss

+o0 —t dt = +0o0

o e~ 2n dt pour n € N.

On admet que f \/j Calculer les intégrales : I,, =
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Exercice 36. Mines-Ponts MP 2005
Nature et calcul de f;:og exp(—(x —1/2)?)dx ?

Exercice 37.
Existence de f;;og sin(z* + 2% + z) da.

Exercice 38. cos(P(t))
Soit P un polynéme a coefficients réels de degré supérieur ou égal a 2. Montrer que f;%o cos(P(t))dt

converge.
Exercice 39. E1J1rs1' PC 1999 N
w=0 (I+u*)(1+u") w=0 (I+u)(1+u")

Prouver que ces intégrales convergent, qu’elles sont égales et les calculer.

Exercice 40. f et f de carrés sommables
+o0
Soit f : R — R de classe C? telle que f t)dt et f o () dt convergent. Montrer que [," " f*(t)dt
converge.

Exercice 41. f' <1, Ulm 1999
Soit f: RT — Rt de classe C!, intégrable.

1) On suppose f/ < 1. Montrer que f(x) —+> 0.
Tr—r+00

2) Est-ce encore vrai si on suppose seulement f’ < 1+ g avec g intégrable 7

Exercice 42. Intégrales emboitées
Etablir la convergence et calculer la valeur de f ft+oo sin(t)/t dt dx.

Exercice 43. Centrale MP 2001
Soit f de classe C? sur RT & valeurs dans R telle que f? et f”? sont intégrables sur R*. Montrer que ff”
et f'2 sont intégrables sur RT, que f est uniformément continue et qu’elle tend vers zéro en +oc.

Exercice 44. X MP* 2000
Donnez un équivalent pour x — +oo de ftio | sin(¢)/t| dt.

Exercice 45. Centrale MP 2010

Soit f:RT — R continue de carré intégrable. On définit la fonction g telle que g(z =1 f o f
1) Prolonger par continuité la fonction g en 0.
2) a) Montrer que, pour a,b € RT, ft 2(t)dt = ag®(a) — bg?(b) + 2ftb:a f(t)g(t)dt.
/2 1/2
b) Montrer que ft t)dt < ag?*(a ) +2 ( 0 f2> (f: g2) :

PR 2 1/2 +o0 g9 1/2 400 9 2 1/2
c)Endedmreque(fag) <(0 f) +(0 fP+ag (a)) )
3) Montrer que g est de carré intégrable et que fg est intégrable.
Exercice 46. Comparaison série-intégrale, Mines 2013

A partir du développement de Taylor avec reste intégral de f(x) = ftil %/E dt, étudier la convergence

d sin \/ﬁ Mé . cos \/ﬁ
ey, —, - Méme question pour > n
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solutions

Exercice 1.

1) cv

2) dv

3) cvssia>-—1

4) dv

5) dv

6) cv

7) cvssia>1

8) dv

9) cvssia< f <min(l,14+a)oua=0
10) cv
11) cv
12) dv
13) cvssi0<a <1
14) cvssia< f+1
15) cvssi —l <a < —3
16) cv

Exercice 2.

1) 7

2)

3

4) 2\5;;104\
5) 5
6) 7
(NG
8) -~
9)

=N
S

—T

20

Exercice 3.
27
1) e
2) 2mV2
teeot2dt o«
t=0 1+t V2
7w+ 31n(3/2)
13
m(a + b)
2ab’
6) —In(1+ /2)

1)

5)
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Exercice 4.

‘ﬂg‘%“m N vy

5

1) 5
2)
3)
4) 1
5)
6)
7

3O,
L
_|_

Wl

8)
9)
10)
11)

3
<5
L

U=
—
B
—
<
w
SN~—"

sk

Exercice 5.

2_
1) (7=

2) L 1n(\/§+1)

3) 12

4) 7 -1

5) —21n2

6) —

7) 7rln2

8) 41n274(u:\/17t)

9) 0 (u=1/t)

10) In2 - % (u=+/(1—-1)/(1+1))
11) V2 +1In(v2-1)

12) 7|al
13) ——— T
) 2la|(a® + 1)

Exercice 7.

fx)=7/V1—22pour -1 <z <1

Exercice 8.
71,_2

T
Exercice 9.
2nl, — (2n+2) L1 =0= I, = —7-.

Exercice 10. of
I+ Lo =" = 1 = T tan™(a)/2).
sin « Cos «

Exercice 11.

_ n 3
L =20, (- 5).
Exercice 12.
Décomposer en éléments simples et intégrer. On obtient I,, = ﬁ Z:I(—l)k (Zj) Ink.
Exercice 13.
3) An—|—A”+2—2An+1:O:>An=%T,An—angéan%r—%pourn}l.

4 J=1

Exercice 17.
1—7.
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Exercice 18.
1) On pose I,, = [," (1 —t/n)"Intdt :

en intégrant par parties, on obtient I,, = :L_
n

I A _
1(ln” Zk:0k+1)n§2 v

14—t -1/t 14—t +oo —t
/ ”—edt:/ 1-e dt_/ g
t=0 t =0 t =1 t
) +oo eft
= lim (—lnm—/ dt)
z—0t t=x t
“+o0
= lim ((e‘z—l)lnx—/ et lntdt>
z—0t b=

—+oo
= — / e tlntdt.
t=0

+oo _—t 1 _
3) e—dt:(t:—ln(l—u)):/ _—dw
t=x t u=l—e=% ln(l - U)

2)

Exericice 20.
Jiodt/V1—t2 =73
Exercice 22.
1) en supposant f positive décrois&ante, f0+°° f<tg(t) <tf(0)+ f+°°
q—1
2) [iL, fu)du— 3020 ef(nt) = [ (f(u) = f(tlu/t) du = [21(1 = {o/t}) /(v v)dv —— 0.
Donc la série de terme général ¢ f(nt) est de Cauchy ; elle converge.
On aalors [, f —tg(t) = [ t(1 — {v/t})f'(v) dv 0.
5

3) [72f —2tg(t) = [ 2t(1 — {w/t}) f/(u) du = t£(0) — [ #2{u/t} (1 — {u/t}) f" (u) du
Exercice 25
0<af(e) <2[L,,f() 0.

x—>+oo

[ tF (@)= f(t+1)) =J;:1tf () dt+ [, ) dt— [T e —-1) f(t)d

Exermce 27.

1) f(?t)dt /y IO g o [ 7f(at)_f(t)dt:/w O ay@dt

=azx t=x t t=y

[2tf@)dt+ [55 f(t) dt.

w~>+oo

+o0 _
On obtient / M dt = (L —{)Ina.
t=0
+oo —t _ -2t
2) I:/ £ ¢ Jt=m2
t=0 t

Exercice 28.
2) 1+ 32

Exercice 29.

[P F@ydt=3 [ (u—(a—1))f(u d+f aﬂf wydu+ 1 [P (01— ) f(u)du.
*cp(aJrl) i ;Hallgo(u dquf a+1f u)du + 1 fb+;1<p du — (b — 1) ol ¢ est une

primitive de f.

Exercice 30

Soit F(z) = [, f t: L [E tft)dt =F(z)— L [T F(t)dt.
Exercice 33.

2) e % /x.

3) —Inz.
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Exercice 34.
2) I, = \/ﬁK2n+17 In = ﬁKQn—l-
3) YT

Exercice 35.
j (2n)ly/m
" 22n+1pye

Exercice 36.
Intégrale trivialement convergente. Couper en fol et f1+oo, changer  en 1/x dans l'une des intégrales,
o0 U gy = YT

regrouper et poser u = x — 1/x. On obtient I = [~ 5

Exercice 37.
L’intégrale converge par parties.

Exercice 38.

/w cos(P(t))dt = sin(P(t))

P'(t)

Exercice 39.
I = J par changement v — 1/u. I+J =5 =1=J=7.

X 400 _: 400 _: X
sin t sin t X
/ / &dtdx: {x/ ﬂdt} —|—/ sin x dx
=0 Jt=x t t t =0 =0

Exercice 42.

+o0o i
t
:X/ ﬂdt—}—l—cosX
t=x
—costytoe T cost
- x| ] —X/ O dt+1—cos X
t t=X t=X t
inty+oo o 2sint
:—X[—SH;} —X/ g1
t t=X t=X t
— 1
T—r+00

Exercice 43.
21ff"| < f2+ f"? donc ff" est intégrable. On en déduit que f'? admet une limite finie en +oo, et cette

limite est nulle sans quoi f? ne serait pas intégrable (si f’(z) — £ alors f(x)/z — (). Ainsi f’ est
Tr—+00 r——+o0
bornée sur R™, f est lipschitzienne et donc uniformément continue. De plus,

X

X
fR@)dt = fX)F'(X) = FO)f/(0) = [ f)f"(t)dt

t=0 t=0

donc f(X)f'(X) admet en +oco une limite finie ou +oo, et le cas f(X)f'(X) = 1(f?)(X) AR
Tr—+00

contredit I'intégrabilité de f2 donc ce cas est impossible, ce qui prouve que f’? est intégrable sur RT.
Enfin, ff’ est intégrable (produit de deux fonctions de carrés intégrables) donc f2 admet une limite finie
en 400 et cette limite vaut zéro par intégrabilité de f2.

Exercice 44.

On pose u,, = t(:”;l)ﬁ |sin(t)/t|dt = [, sin(t)/(t + n7)dt. Par encadrement du dénominateur on a

Uy ~ l, d’ott ug+ ... +uy ~ 2lnn et, par encadrement encore, I'intégrale arrétée en x est équivalente
nm T

3 21nx.
T
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Exercice 45.
1) 9(0) = £(0). 2
2) a) WD) r0) soit ag () = ()~ gl) et TELED = 2() 4209/ ()9 ) = F(w)g() — 62 (a).

- 1/2 1/2
c)Onposea:agz()ﬂ:(+ f2) et’y:(fb 2) )
Donc 72 < a + 2837, soit (v — 8)? < a + 32, ce qui donne I'inégalité demandée.
3) fo g? est majorée indépendamment de b, donc fo g? converge. f et g étant de carrés intégrables,

fg est intégrable d’apres I'inégalité 2| fg| < f2 + g2

Exercice 46.
Indication peu claire. .

On éerit f(n+1) = f( Vo [ 1 — ) () d et f7(2) = C;:?,/j - Sh;;/i — O(1/£3/2) avec

une constante indépendante de ¢ pour ¢ > 1. Ainsi, smn\/ﬁ = f(n+1) = f(n) +O(1/n%/?).

oo sin \/ sin \/

dt est convergente : écrire puis intégrer par parties, donc
Vi \f

sin\/n

la série de terme général f(n + 1) — f(n) est convergente et par addition, la série > —,— converge.

L’intégrale généralisée ft+

cos \f dt — f

Considérons a présent g(z ft 1 2 cosudu = %(sin r —sinl).
’ _cos\r _ _sin \f 3/2 7 3/2
= = — 1 1
Onag/() = XL, /(@) = —VL 4 O(1/a7) et g (a) = O(1/a°2),
d’ott CO\S/%/H =g(n+1) —g(n)—l-iSlrle\L/ﬁ—i—O(l/n?’/Q). Ainsi, les séries > (g(n+1)—g(n)) et 3 COS VI ont
méme nature. Si elles convergent, alors la suite (g(n)) admet une limite finie et donc aussi la fonction g
en oo car g(z) = g(n) + O(1/y/n) pour n < z <n+1, vu ¢’. Or g n’a pas de limite en +o0, donc la

série S €2 cos v/n est divergente.

NG
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