Intégrale dépendant d’un parametre

Exercice 1. Calcul de limite

2
Chercher lim,_o [**, % dt

Exercice 2. Calcul de limite, Ensi P 90
t
tan? ¢

2
Calculer les limites : lim,_,o [>7 dt et lim, o 5 [ wfii‘t dt.
X €

Exercice 3. Calcul de 1imit§

. 1 p2"+=  sintdt
Chercher lim,_, 1 o 2= 3 mn n(Ind)’

Exercice 4. Calcul de lzimite_t
Chercher li vo.e dt
ercher lim,_,o+ ft:x Sntlnt

Exercice 5. Série d’intégrales, Esem 91
+o0 dt

Etablir la convergence et calculer la somme de > 00 (—1)" In 0+ 67
Exercice 6. sin(t)/(t + x)

1) Prouver lexistence pour z > 0 de I(z) = ftt%o tSi—|I—1t dt.
= x

2) Déterminer lim,_, o I(x).

Exercice 7. Calcul de limite
Soit f : [0,1] — R continue. Chercher lim, g+ j;lzo zf(t) dt

22 4+2
Exercice 8. Calcul d’équivalent, Mines 1999
. +oo _sint
Donner un équivalent pour x — +o0 de [,_, 2o dt

Exercice 9. Calcul de limite

Soit @ > 0. Donner le DL en = 1 a lordre 3 de f(z) = ft(fa/w a2h-1&-tt2 '

Exercice 10. ([ f*)!/®
1/x
Soit f : [a,b] — R continue. On pose p(z) = (ftb:a(f(t))”” dt) .
1) Montrer que ¢(x) = max(f).

2) On suppose f >0 et b —a = 1. Montrer que ¢(x) Soexp (ftb L In(f(t)) dt).

Exercice 11. t"f(t)
Soit I, = ftlzo t"In(1 + ¢?) dt. Montrer que I,, — 0.

n— oo

Exercice 12. t"f(t)

Soit f : [0,1] — R continue. Montrer que ftl:o t"f(t)dt = % +o(3).

Exercice 13. f(t")
1) Soit f : [0,1] — R continue. Montrer que ftlzo fm)de — 1(0).
t" di )
14+t"
3) Chercher un équivalent pour n — oo de —1 + ftlzo V1+tnde.

2) Chercher un équivalent pour n — oo de |, tlzo
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Exercice 14. f(t")

Donner les deux premiers termes du DL pour n — oo de I, = ftlzo dt

14+t

Exercice 15. f(t")
Donner les deux premiers termes du DL pour n — oo de I,, = ftlzo V14t dt.

Exercice 16. f(t")
Chercher un équivalent pour n — oo de 1+1/n V1+trde

Exercice 17. Calcul de limite

4 . . 2 sin"™ x
Déterminer lim,,_, " d

Exercice 18. Calcul de limite
Soit f :[0,1] — R continue. Déterminer lim,, ftlzo nf(t)e "t dt.

Exercice 19. (1 —xz/n)"™, Ensi PSI 1998
Soit = € [0,n]. Montrer que (1 —z/n)"™ < e~*. En déduire lim,,_, f::o(l —x/n)"dx.

Exercice 20. Equation intégrale, Ensi P 91
Déterminer les fonctions f € CO(R,R) telles que : Vo € R, f(z) + [} (z —t)f(¢)dt = 1.

Exercice 21. tan™t, Ensi Physique P 94
On pose I, = foﬂ/4 tan™ t dt.
1) Montrer que I,, — 0.

n—oo
2) Calculer I,, en fonction de n.

3) Que peut-on en déduire ?
Exercice 22. Calcul de limite, Ecole de I'Air 94
n 2n
Chercher lim,, o [, ! @ dt.

Exercice 23. Approximation de la mesure de Dirac
Soit f : [a,b] — R™ continue atteignant son maximum en un unique point ¢ € ]a, b|.

1) Soit p > 0 tel que [¢ — p, ¢ + p] C [a, b]. Chercher lim,,_, (ft L@ / tct,” W dt)
2) Soit g : [a,b] — RT continue. Chercher lim,, <ft LS @)g(t)de / ft_ ot dt)

Exercice 24. Equation intégrale
Soit f : [0,+o00o[— RT continue telle que f(x j; 0 f2(t)dt —> { # 0. Trouver un équivalent de f

en 4o0.

Exercice 25. Convolution
Soient f,g: R — R continues et a,b € R. On pose p(z ft LJ(g(e —t)dt.
1) Montrer que ¢ est continue et que si g est de classe Ck alors <p l’est aussi.
2) Montrer que si f est de classe C! (et g est continue), alors @ est aussi de classe C*.

Exercice 26. Convolution (Mines MP 2003)
Soient f,g € C([0,40c[,R). On pose h(z) = [~ f )g(t) dt.
1) Existence et continuité de h.
2) Peut-on inverser f et g ?
3) On suppose f intégrable sur [0, +-oc[ et g bornée. Montrer que h est bornée.
4) On prend f(z) = SR ot g(z) = cos(ax) avec 0 < o < 1. h est-elle bornée (on pourra étudier les cas

a=0eta=1)7
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Exercice 27. Ca]cu] d 1ntegrale
1) Calculer ¢ ft 0

1—|—at

2) En déduire la valeur de ft:O %22&)2.
Exercice 28. Foncmon définie par une intégrale

On pose p(z ft e/t dt.

1) Montrer que ® est de classe C* sur RT*.

—XT

2) Vérifier que ¢"(x) = 67.

Exercice 29. Fonction deﬁme par une intégrale, Mines 1999

Soit I(a) = f;og ic g dx Montrer que I(«) existe et définit une fonction de classe C' sur ]0, 1[. Ecrire

I(a)) comme somme d’une série.

Exercice 30. Fonction définie par une intégrale
) +oo In(z2 + 12)
0: f(fl?) = =0 W dt.
Calculer explicitement f’(z) et en déduire f(x) (on calculera f(0) & I’aide du changement de variable
u=1/t).

On pose pour x >

Exercice 31. Fonction définie par une jrltégrale
On pose I(z) = 7r/2 o In(cos® t + 22 sin® t) dt.
1) Montrer que I est de classe C1 sur R**.
2) Calculer I'(z) et en déduire I(z).

Exercice 32. Intégrale de Gauss

T b —zz 142
On considere les fonctions définies par : f(x) = (ft:o et dt) et g(x ft 0 )

1412
1) Montrer que f et g sont dérivables et calculer [’ et ¢'.
2) Montrer que f(z) + (x) = 4 pour tout = € RT.

3) En déduire la valeur de t o et dt.

Exercice 33. Intégrale de Gauss, Ensi PC 1999

On donne : ;‘(’)O et dt = @ Existence et valeur de f;%o e~ (7 Fa*/1%) gy,
Exercice 34. Fonction déijm’e par une intégrale
1) Soit I(x) = ;%o e~t" cos(2xt) dt. Prouver que I est de classe C! sur R.
2) Chercher une relation simple entre I et I'.

3) En déduire la valeur de I(x) (on admet que I(0) = @)

Exercice 35. Fonctions déﬁnies par des intégrales
On pose, pour z réel, F(z ft+°° w dt et G(z f+°° 1—costx g4

O V1 +¢2
1) Montrer que les intégrales F'(z) et G ( ) convergent absolument pour tout x réel et que F(x) = |z|F(1).
2) Montrer que la fonction F' — G est de classe C! sur R. En déduire que G est C! sur R* et n’est pas
dérivable en 0.

Exercice 36. Théoréme de division des fonctions C*°

Soit f: R — R de classe C* et g(x) = M%f(o) siz#0, g(0) = f(0).
Vérifier que g(x ft o f'(tz) dt. En déduire que g est de classe C>.
k—1
Montrer de méme que la fonction gy : © — # (f(a:) —f(0)—xf'(0)—...— (;_ 1)'f(k—1)(0)) se pro-

longe en une fonction de classe C* en 0.
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Exercice 37. ' +y=f
Soit f : R — R continue. On pose g(x ft of — t)dt. Montrer que g est I'unique solution de
Péquation différentielle : " +y = f(x ) telle que y(O) Yy (O) =0.

Exercice 38. Fonction définie par une intégrale
Soit f : R — R continue. On définit pour z € R* et y € R : =1 f

1) Montrer que g peut étre prolongée en une fonction continue sur RQ.
2) On suppose de plus f dérivable en 0. Montrer que g est de classe C!.

Exercice 39. Fonctions définies par des intégrales
Construire les courbes représentatives des fonctions suivantes :

1) f(z fW/Q |z + t| sin ¢ dt.

——7r/2
2) f(r) = J;7, AL
3 @) = L
4)f ft Ottdt

5) f(z) = W/ xexp(blnt>dt

In(1 + at)
6) f(z) = [, 1 T dt.
Exercice 40. Fonction définie par une intégrale
Montrer qu’il existe un unique réel z € [0, 7] tel que |, 97;0 cos(zsin @) @ = 0. Calculer une valeur approchée
de x 4 102 pres.

Exercice 41. Développement en série, Ensam PSI 1998, Mines MP 1999
Soit I(e) = [0 sinax tda

=0 67; _
1) Justifier lexistence de I(a).

2) Déterminer les réels a et b tels que : I(a) =3 07, 7 _an.

3) Donner un équivalent de I(a) quand o — +00.

Exercice 42. Formule de Stirling
Montrer que I'(x 4+ 1) ~ a%e~*y/2mx pour x réel tendant vers +oc.

Exercice 43. Développement en série, Mines 1999

. 1 dt <« exp(ind)
Soit 6 € ]0, w[. Montrer que f,_, e Yoy —
Exercice 44. Fonction définie Jpar une intégrale, X 1999
1) Calculer f(a) = j%o e~V cos(at) dt.
2) Soit g(a) = [+ e—*50lad) 4, .

—o calculer lim,—, oo g(a).

Exercice 45. Developpement asymptotique
/2 dt /2 costdt
Soient J(z .
f =0 \/sin2t+x2cos2t f =0 V/sin?t + 22 cos? t
Calculer lim, o+ (J(z) — K(z)) et montrer que J(x) =—Inz+2In2+ 0,0+ (1).

Exercice 46. Transformée de Laplace
Soit f : [0, +o0o[— R continue telle que f;;o f(t) dt converge.
On pose p(a) = ;:80 e~ f(t)dt
1) Montrer que ¢ est de classe C* sur |0, +00[.
2) Montrer que ¢ est continue en 0.
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Exercice 47. .
On pose pour n > 2 : v, = f dz. Montrer que la suite (v,,) converge. Nature de la série

r= 01+ n
S(vp,—1) 7

Exercice 48.
On pose pour n = 2, u, = f o

1 + —dx. Montrer que la suite (u,,) converge, puis que la série ) (u, —1)

converge également.

Exercice 49. Centrale MP 2000
Domaine de définition de I(a) = ftoo M dz. Calculer 1(2) et I(3). Déterminer la limite de I(«)

=0 (1 4 22)
en 4o0.
Exercice 50. Centrale MP 2000
On considere f(z) = [ = 1+t)

1) Domaine de définition, monotonie, convexité de f (sans dériver f).
2) Continuité, dérivabilité, calcul de f*)(z).

3) Donner un équivalent de f(x) en 0 et en 1.

4) Calculer f(1/n) pour n € N, n > 2.

Exercice 51. Ensae MP* 2000

Soit a € R. Trouver la limite de u, = > ,_, sin(ka)

n+k

Exercice 52. Polytechnique MP* 2000
too e 1 cos(x 4 1)

TV )

Existence et continuité de f(x) = dt. Montrer que f est intégrable.

Exercice 53. Centrale MP 2001
1) Développer, pour tout z > 0, s(z) = [/ —Sint

t—0 Taf dt en série de fractions rationnelles.
= e

2) Montrer qu’en 0T, s(z) est équivalente & 2—.
T

Exercice 54. X MP; 2001
Etudier ft 0T dt.

Exercice 55 Mines 2016

+oo
Soit ¢(x ft 0 leJr 2

1) Montrer que ¢ est définie et continue sur R.

2) Justifier le caractere C* de ¢ sur R*.

f+00 iue™
u=0 g2 4 ¢

3) Montrer que ¢'(z) = du.

Exercice 56. Ensi MP 2004
+o e —t2z
Soit f(z) = [, . —|—t2
1) Trouver le domaine de définition de f.
2) Montrer que f est dérivable sur RT*.
3) Calculer f — f'.
4) Donner un équivalent simple de f’(x) pour  — +o0.
_ VT /T ( 1 )
5) Mountrer que f(z) = NG 4x\/§+0 i)
6) Tracer la courbe de f.
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Exercice 57. Ensea MP 2004
Soit a > 0.
1) Montrer que f : z + =% [T cos(xsin ) est intégrable sur RT.
2) Calculer I = fx o

Exercice 58. X MP* 2000

() do. Indication : écrire I = lima— 400 [o_ f(2) da.

” —t
Etudier la limite en 0+ de I(z) = [*% %COS%’“ dt.
Exercice 59. ( et I
400 tw 1
Montrer, pour > 1: ((z =[5
Exercice 60. Centrale MP 2002
Soit f : x — t%o _Hit Déterminer son domaine de définition ; étudier sa continuité et sa
=0 gEFl 4]
monotonie. Calculer f 1 tq""’(%ﬁ et en déduire des équivalents et les limites de f en 0 et en +oo.

Exercice 61. Polytechnique MP 2002
Soit o €10, 5[ et A € R. Chercher un équivalent pour n — oo de I, = [ sin(z) exp(Ansin®(z)) dz.

Exercice 62. Centrale MP 2004
Soit (an)nen la suite définie par ag = 1 et a,, = % j;lzo tt—1)...(t —n)dt.
1) Quel est le rayon de convergence de la série entiere ZZOZO anx™ ?

2) Donner un équivalent de a,.

Exercice 63. Y, S0(72)

, Mines-Ponts MP 2004

Soit u,(t) le terme général d'une série : uy,(t) = t" !sin(nx) avec 0 < x < 7.
1) Etudier la convergence de la série.

2) Calculer 35 uy(t) = Sn(t). Mettre S,,(t) sous la forme 21((;)) avec Q(t) > o, a > 0.
3) Calculer lim,,_, o Sy (t) et lim,, o ft o Sn(t) dt.
4) En déduire > 7, %

Exercice 64. Lemme de Lebesgue, Centrale MP 2004
Soit f continue par morceaux définie sur R, a valeurs dans C.
1) Soient a,b € R. Montrer que ftb_a f(t) cos(nt)dt — 0.
- n—oo

nm

o sin®(nt) f(t) dt. Montrer que (un)nen

2) On suppose que f est intégrable sur 0, +oo[. Soit u, =
admet une limite quand n — oo et la préciser.
Exercice 65. Suite d’intégrales, Centrale MP 2004

Soit (fn)nen+ une suite de fonctions définie par : Vn € N*, Vz € [0,1], f.(z) = (%) :

1) Montrer que (f,) converge simplement vers une fonction .
2) a) La convergence est-elle uniforme ?
b) La convergence est-elle monotone ?

3) Soit, pour n € N*, J,, = fx 0 fn(z) dz. Montrer que J,, ~ %

Exercice 66. Mines-Ponts MP 2004
Soit f(x ft 0 1 — tt“ dt. Etudier le domaine de définition de f, sa dérivabilité, puis calculer f ().
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Exercice 67 Mmes—Ponts MP 2004
Soit I(a f o sz e~ % dz.

1) Quel est le domaine de définition de I ?
2) Etudier la continuité et la dérivabilité de I.
3) Calculer I(a).

Exercice 68. ENS Lyon MP* 2004
1) Soit f : [a,b] — R de classe C? et F(x ft o, f(t)e " dt avec a < 0 < b. Montrer que F(z) — 0.

r——+o0

2) Mountrer que F(z) = f(a)e*”"”i; f(b)eﬂb +o(1/z).

;O_OOO e=it/2 qt.
4) Soit g(z j; i )e~ /2 4t Montrer que g(x) = L\/(EO) + o(%).

3) Montrer la convergence de l'intégrale I =

Exercice 69. Thm de d’Alembert-Gauss

Soit P € C[X] de degré n > 1. Le but de cet exercice est de prouver que P admet une racine dans C. On
0
suppose au contraire que P ne s’annule pas et on considére pour r > 0, 6 € [0,27] : f(r,0) = L= em et

P(re®)

F(r) = [,_ Of(r 0)de.

1) Montrer que F est de classe C! sur [0, +o0].

2) Vérifier que irdf/0r = 0f/00. En déduire que F est constante.
3) Obtenir une contradiction.

Exercice 70. Etude d’intégrales, Mmes—Ponts 2015

Soient f(z) = [i-, 1 _C%tdt et g(z) = [, 1 _tCOStdt

1) Montrer que f et g sont de classe C1 sur R. Donner f/(0) et ¢’(0).
2) Mountrer que f admet en +oo une limite ¢ finie. On admettra dans la suite que ¢ = 7/2.
3) Montrer que g(z) — o0.

T—r

—+o0

4) Montrer qu'il existe une suite (a,,) de réels positifs telle que pour tout n, f(a,) = —L _ Déterminer

n+1"
la monotonie de (a,) et trouver un équivalent de a, lorsque n — co.

n+1 1 — cost dt = 1

5) Montrer qu’il existe une suite (b,,) de réels positifs telle que by = 0 et j; n T

Exercice 71. Transformée de Laplace, ENS 2014
Soit ¢ continue par morceaux bornée sur R & valeurs réelles, et F' définie par F/(\) = f;;og o(z)e  da.
On suppose que @ change n fois de signe. Montrer que F' change au plus n fois de signe.

Exercice 72. Mines MP 2012
Déterminer la limite pour n — oo de

Exercice 73. TPE 2016
Convergence et valeur de > 2 (1) f::/oz cos™(t) dt.

Exercice 74. Mines 2017
Que dire de ¢ : [a,b] — R continue telle que la série de terme général ftb:a

0 oY1+ x/n) " dx.

©(t) dt
t+in(n)

(bien définie pour
n > e~ %) converge ? Indication: faire apparaitre des séries.
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solutions

Exercice 1.
=2 (3 =3+ ot))dt — 2,

Exercice 2.

o l + p(t) avec ¢ prolongeable par continuité en 0, donc lim,_,q f;ﬁ tQt dt =1n3.
n’

2 _ ~ 1 oz _ 2 _1
+ 63t = t2 + O(tQ) donc hm‘/r*)() ; fO m dt = 3

Exercice 3.
Formule de la moyenne sur [3,z] et [z, z + 2?] = lim = 0.

Exercice 4.
In 2.

Exercice 5.
o (_1)nf+00 e _ +oo(1_ (—1)") dt eroo dt w25/3

=t 0 (L4 Jo A7) 2+ B N’ 248 33"
Exercice 6.
2) I(z) = t‘“;" sm(tf)dt = coszT t+0<> sint 44 _ gina 75+<><> cotst dt _+> 0.
T—r+00

Exercice 7.
5£(0).

Exercice 8.
t = ux puis intégration par parties =~ %
x

Exercice 9.
fl(a) = Fffig) = (L4 h) = o (b = h?) + o(h?).

Exercice 10.
2) Soit £ > 0 : Pour x assez petit, |f(t)” — 1 —zIn(f(t))| < ex car In f est borné sur [a, b].

[ fwedt—1—a2 [° m(ft ())dt‘ ez, et ‘m(ft f)e dt)—xft In(f t;) < 2ex.

Exercice 13.
1) TCD

1
2) — |1+ L[+ ey de ~ 22,
n o i=o! n
I 2\/§—Q+21n(2\/§—2)
t= 0\/1+t+1 n

Exercice 14.
1- IHTQ +o(1).

Donc

3)1

Exercice 15. Y Y
11 dt 1 2v2-2+2In(2v2-2) 1
1+ =+ 1 1y,
+ - Jio i Tel) =1 - +o(3)

Exercice 16.

u=1t" =~ 1 fj_l vitu du.
n U= u

Exercice 18.

£(0).

int-param.tex — page 8



Exercice 19. .-
Soit fn(z) = (1 —z/n)"si0 <z <net folz) =0siz>n. Alors f,(x) —5 e~ % et il y a convergence
n—r oo
dominée.

Exercice 20.
f(x) = cosz.

Exercice 21.
1) In +In+2 == %_,’_1

2) Iy =551 — 353 +- +(_11)L + (=DM,
_1)k-1
By = & = gy o+ S ()P VE
8) i—3+s—...=feti—5+3—...=n2
Exericége2%h 1 1
fo — dt:n+1+"'+%n:>>oln2'

Exercice 23.
1) 1.
2) g(c).
Exercice 24.

P(x) = [L, 2 dt = P'P? — (2 = &% ~ 3% = [ = VD' ~ {/1/(3x).

Exercice 26. .
4) Pour a =0 on a h(z) = [, 51Tnt dt, quantité bornée car l'intégrale converge en +oo.

Pour o = 1lonah(z) = cosz ff:o w dt+sinz f;o su; tat, quantité non bornée car la deuxieme

intégrale diverge en +o0.
Pour 0 < a < 1, développer le cos(xz — t) puis linéariser les produits obtenus. On obtient quatre
intégrales convergentes, donc h est bornée.

Exercice 27.

1) ln(laJr a).
2) = —¢'(a) = ln(laj a) _ a(lia)'

Exercice 30.

f'(x) = xil, f(z) = wIn(z +1).

Exercice 31.

2) I'(z) = I(z) =nln (ﬂfgl)

™
z+1’
Exercice 32. , 2
1) ¢'(z) = ftlzo(—%c)e_z A+ qt = —2¢~®

Exercice 33.

u:Q:I:—f—:I:ﬁe_Q“.

2

T@) = ~f'(@).

Exercice 34.
2) I'(z) = —2zI(x).
3) I(z) = e .
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Exercice 38.
1) g(z,y) = [,_, fuz)du.

0 21
2) % = L(yf(oy) - f(@) = [, fluz) du) — L1 7(0).
Exercice 39.
1) —2de —© a —%, 2sinx de —g a %, 2 de % a +o0.
Exercice 40.
240 <z <241

Exercice 41.
2) a=a,b=a’

3) comparaison série-intégrale = I(a) —

s
a—+00 2

Exercice 42.

In I" est convexe, encadrer In I'(x) par les cordes passant par (|z],InI'(|x])).

Exercice 44.

1) f'(a) = ~2f(a) = f(a) = 4§ exp(~a?/4).

2) ¢'(a) = f(a) = gla), — 5.

Exercice 46.
1) Leibniz.
2) Soit F(z) = [7°° f(t)dt. On a p(a) = F(0) —a [, o e~ F(t)dt = F(0) — f;"" e “F(u/a) du.
Comme F' est continue et F(x) —+> 0, la dernlere intégrale tend vers zéro quand a — 01 par

convergence dominée.

Exercice 47.

. 1 n 1/n .
v, — 1 par convergence dominée. v, —1 = [ _ L -1 f du ~ 12 gone 1a série
n—>00 =01 42" u=0 1 +u n
diverge.

Exercice 48.
u, — 1 par convergence dominée.

n—oo /
1=t 1+7x"—2_) _1 ul =" -2
Uy — 1 f:v:O( 10 fu 0 1—|—u 1) du.
OnaOSu_Q/"—lzeXp(—M) _1<_21n( )exp(—M)
n n n

N 9 1 ul™¥(—Inu) | 1
dOUOSUnSFIUZOH—UdU—O(F)

Exercice 49.
I(«) est définie pour tout o > 1.

u +oo 2u +o0 oz
12) = (z=e") = fuzfoo (13_671;)2 du = fu:,oo W du = 0 (parité).

oo ue _ oo —u(et —e™")
1(3) - fu:—oo (eu + e—u)?) du fu:O (eu + e—u)S du |:2(eu + e—u)Z

U T'Oo +00 du

u=0 u=0 2(e¥ 4 e~ 4)?
— e 2u :[ 1 r“’:_;
u=0 2(1+€?*)?  L4(1 + e*)]u=0 8’

I(a) — 0 par convergence dominée.
a—r+00
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Exercice 50.
1) Dy = ]0,1[. f est convexe sur ]0,1[ par intégration de I'inégalité de convexité pour z — ¢~ et
f(x) i 400 par convergence monotone donc f décroit puis recroit.
—0,

1 1 1 !
3) En0: = — d — e~ =
) EnO: Gy T t””+1(1 T done J(@ = Jio tw —5 = i " w
1 1 dt 1
Enl: ———— == de ~ :
R R R 1+t (0) = 1= ft01+t +f = m1+t) 1-a
n—1
4 1 — (t = ") = [Tonu""du _ -1 _ [t _ndv  _ s f le bi
) f(1/n) ( u™) w=0 y(1 + u™) (U Ju) =[5 T4 o Sin(n /) (formule bien
connue. .. )
Exercice 51.
Si a € 2nZ alors u,, = 0 pour tout n. Sinon,
_ 1 n n+k—1_iko the o t2n i(nt+1)a s
Uy = %(ftzo Yoot e dt) (ft 0 my dt) = 0 par convergence dominée.

Exercice 52.
e_|$+t‘

a (o) —|z+t| +o00 a
I — d + dtdz = — dx dt.
S I f@)lde < [, [Z75 \/’ Tt =i Jomma VIHA A+ [E) ’

On a f;,:7 67|I+t‘ de = {2 —2e¢ %cht si |t| <a

2¢1tsha si |t > a,

donc I, < [, a iit\[ f+°o 467% dt = 4arctan(y/a) + % < cste.

Exercice 53.

1) s(x) = [, S°02 sin(t)e ket dt.

On a |sin(t)e %t < te kot et t:%o te~ketdt = = donc > oo, ff |sin(t)e~**t| dt converge ce qui
légitime linterversion intégrale-série. D’ou s(x) Zk 1 ft o sin(t)e et dt =302, k2x21+ T
2) Sachant (?) que ft . smt dt = 5 on obtient :

+00 . .
s xrsint sint
xs(x)—E:/ ) (e” 1" )dt
t= -

I
:\
+
8
N
®
S
| —_
—_
|
IS
N—
<=
=
—~
8|
N
o
<

————
_, 1 . 1712
u—0F u—0t

= z(quantité bornée) — 0.
z—0t

Exercice 54.
Fonction de x de classe C* sur ]0, 00|, décroissante de limite 7/2 en 0" et 0 en +o0o. Demi-tangente

verticale en 01, Equivalente & 1/ en 400 (par IPP). Equation différentielle : f(x) + f”(z) = 1/x.
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Exercice 55. )
2) Inté ti () iV roo /+°°€m =2¢__dt. On peut alors dé
ntégrer par parties : p(x) = X —— — — X n peut alors dériver
grer pat b 4 iz 1+2)i=0 Ji_y iz T (1+12)? P

=—1/ix
sous l'intégrale pour = # 0 sans probleme.

+oo u N
€ 5 du, d’olt

3) Pour 2 > 0 on pose u = tx dans l'intégrale : ¢(z) == [,_, e

+oo P ) +oo el
/ xXr) = —- 5 du — 2z / — 595 du
¥ (@) /u:() z? +u? ueo (22 +u?)?

400 . u? — 2
= e ———s5 du
u

—0 (z? + u?)
B i —u Too “+oo iueiu
= | =2l =,z du
4+ uc = wu=0 T°+u
|
=0

L’intégration par parties est justifiée par la convergence de deux termes sur trois (et donc l'inégrale
obtenue pour ¢’ est elle aussi convergente).

Pour z < 0 les calculs sont similaires avec fu_:og au lieu de ;:OS’ .
Exercice 56.
1) [0, +o0l.
+oo —t2z v
3) f(w) — f'@) = [ e " dt = (u =tﬁ>=§.

+oo uZe “2 oo y2e~ +oo 9 —/7

4) f'( o0 ©° > u2e"" du = .

) fla f =0z +u? f =0 1 4+ u?/x du~ f v= dx\/x

Exercice 57.

co. . pFoo _rT +00 —a+isin )z I 0‘@ —
2) Thm de Fubini : [ f(z)de = [, [[75 Re(el-oFisne) dz 0 = [T o? fsin20 V1 Z_ o2

(couper en 6 = w/2 et poser u = tanf).

Exercice 58.
I'(z) = f;%o(cost —e He vt dt = 1—10:67372 - %—1—1 done I(x) = ln<(% i :1:) ) + cste et I(x )z_>—+>000 d’ou
cste = 0. Alors I(z) — 0.

z—0t

Exercice 60.

Dy =10,+o00[. Il y a domination locale, donc f est continue.
oo —In(t)t*T! ar
t=0 (terl ¢+ 1)2 .
En coupant I'intégrale en 1 et en posant u = 1/¢ dans 'intégrale sur [1, +o0] il vient :

f(x ft o In( )ﬂ“((t - tz+11_|_ s e —&—1t n 1)2> dt < 0carlIn(t) <0et t*2 < 1sit€]0,1[.

Donc f est strictement décroissante sur |0, +ool.
—1)* it s _(=D* In2

Dy JOFD T dt = (domination du reste avec le CSA) = Zk:o (e ==

De méme, pour z > 0 on a f'(z) =

ft 1 tm+1+t

_ dt e _
‘f - tT+1+t’ hi= Ot’"+1+t+1+f =T (> 4 1) <Ji Ot +f Vt+1)
2In2 donc f(z) = h172+0x_,0+( ).

Pour  — +00, on a avec le TCM séparément sur [0,1] et sur [1,+oo[ : f(z) z—>+ooft 0 t—i—tl =1n2.
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Exercice 61.

(Ansin? )) o o sin(x) exp(Ansin?(a))
our A # 0 2)\ncos z=0  77=0 2)\ncos?(z) exp(An sin®(z)) d 2An cos(w)
1 eXp()\nsm () .
1 Jn < CAP\ATL S (X)) ~ L
n 2 avec 0 < J,, < o ( y Donc I, 2An cos(a) siA>0et I, 2/\ si A <O0.
Exercice 62.
1) Powr0<t<lonat(l—t)(n—1)!<t(l—1¢)...(n—t) < n! dou 61n <lap] <1let R=1.
2) (— anfft ot t)(1—t/2)...(1—t/n)dt. Pour 0 <z < $onaz < —In(l —z) < 2+ 2% (étude
defonctlon)doncpourk/Qetogt\l: —t/k~ t/k2< 1—t/k<e ¥k dot:

N

1 1
b, = / t(1 — t)e tH D= Kn qt < (—1)"a,, / te tHn dt = ¢,
t=0 t=0
avec H, =1+1/2+...+1/net K, =1/22+ ... +1/n°
Equivalent du majorant :
1—(1+H,)e ™ 1

Cp = ~ .

H? H

Equivalent du minorant :
1
by > / t(1— 1)1 — 2K, )e = q¢
t=0
1 1
= / te tUHn=1) q¢ — / (1 4+t(1—t)K,)e =D q¢
t=0 t=0

1 1
> / te—tHn=1) g4 _ (1+ %Kn)/ 2o tHn=1) g4
t=0 t=0

1— Hn 1-H, 2 H2 1 1-H
> e 2 —(1+%Kn) ( n+)63
(Hp—1) (Hp, —1)
1
e

n

Cip
H? In“n’

n

Finalement, a,, ~

Exercice 63.
1) > un(t) converge pour |t| < 1.
2) P,(t) = t"*1sin(nx) —t" sin((n+1)x) +sin(z), Q(t) = t?> —2t cos(x)+1 = (t—cos x)? +sin® x > sin? x.
3) Pour |t| < 1 on a S,(t) . SINE ot §] y 4 convergence dominée vu la minoration de @ donc I'intégrale

=00 Q)
ool 1 i dt - o . _ rtan(z/2) d T —
suit : [ Sn(t)dt = ft:O % = (t —cosz = usinz) = [ 1127—7—1 — 772730
g) Sin(nz) sin(nx) ft St (£) dE dPon Y2 s1n(nx) _r-—=ax

n 2

Exercice 64.

2) sin?(nt) = 1_%5(27“), donc il suffit d’é¢tudier I,, = [,"7 cos(2nt) f(t) dt.
Posons I, , = ttion(mp)ﬂ cos(2nt)f(t)dt: ona |I, — I, ,| < t o > | f(t)| dt, quantité indépendante de n

et tendant vers 0 quand p — oo donc le théoreme d’interversion des limites s’applique :
1m0 Ty = 1m0 im0 T p = 1imy o0 limy o0 Iy p = 0. On en déduit u, —» % [ ft)at
n—oo -
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Exercice 65.

0 siz<l1
< j—
1) 0< fu(x) < 2™ et fr,(1) =1 done f"(x)n:;{l Gl
2) a) Non, la continuité n’est pas conservée.
b) Oui, il y a décroissance évidente.
3) Changement de variable u = (M)n Y Lfl (2ul/™ — 1)2/ =Dyl dy et
2 " n(n — 1) Ju=1/2"
I'intégrale tend vers 1 quand n — oo par convergence dominée.
Exercice 66.
1l y a convergence si et seulement si x > —1.
T 1 1 _ z+1 9 A —
'z j;ol—t)t dt = +1—x+2,doncf(x)—ln<x+2)—|—C’etf(a:)z_)—+>000dou0—0.
Exercice 67.
1) ]1, 400
I'(a) = — [/% shae o Zl(l_l)-D"I 71( 1) I(a
3) I'(a) [ shze™** dx olas1 " aad ou I(a) = S o + cste et ()a_)—+>000

donc la constante est nulle.

Exercice 68.
1) Intégrer par parties.
2) Intégrer deux fois par parties.
2 2 .92 )
v —it?)2 _ |:efzt /2:|U v et /2 e—iu /2 _ too e it /2
3) Powr0<u<w: [_ e dt — . Ji—w g dt e — g dt.
Ainsi f;(;o e~ /2 dt converge et de méme pour - e~ /2 4t
4) On pose f(t) = f(0) + tp(t) avec ¢ de classe CL. 11 vient :

bz . 1 5 1 bz .9
2T = e~ /2 U — —iu®/2 u - e~ iu /2,1 w//z) du
seVE=10) [ e [ o | T A
— f(0).I

r—+00

Exercice 70.
1) Les intégrales sont convergentes par limite finie en un point fini. On a f'(0) = %, g'(0) = 0.

2) 0< % < max(i, %) donc ft+°° 1—cost g4 converge.

29 12 t2
@(k+1)7 1 — cost @(k+1)7 1 — cost 1 oo 1—cost
3) ft S %dt el ﬁdt =T La série étant divergente, ft 0 tCOS dt
diverge.

4) f définit une bijection continue strictement croissante de | — oo, +-o00[ sur | —¢, ¢[. La fonction réciproque
est elle aussi strictement croissante continue. Ainsi a,, existe est unique et la suite (a,,) est strictement
décroissante de limite nulle.

5) b, =g '(1+...+1/n).

Exercice 71.

L’intégrale définissant F' converge absolument car ¢ est bornée. On remarque qu’il suffirait en fait que
 soit dominée par une fonction polynomiale et on prendra cela comme hypotheése dans la récurrence
ci-dessous. Si ¢ est de signe constant, F' a ce méme signe constant. Si ¢ change de signe en a € |0, +o00|
alors F/(A)+aF(\) = f::og ¢(z)(a—2)e ™ dx est de signe constant, donc A + e F(\) est monotone et
change au plus une fois de signe. Pour n quelconque, on procede par récurrence sur n : si ¢ un point de
changement de signe pour f alors d(e® F()\))/d\ change au plus n— 1 fois de signe donc avec le théoréme
de Rolle, e** F(\) change au plus n fois de signe.
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Exercice 72.
L’intégrande tend simplement vers e~ ; il reste & dominer. Pour > 0 on a

n 1\ 22 1 2\ 23
(1+5) =140+ (1- )+ (1-2)(1-2) 5+
n n/ 2l n n/ 3!

Cette expression est une fonction croissante de n & x fixé. Ainsi, (1 +x/n)" > (1 + 2/3)3 pour n > 3,
puis 0 < 2= Y/"(1 4+ z/n)~" < max(1,z)(1 + z/3)~3, quantité intégrable. La limite demandée est donc

f+°°e_‘”da: =1.

=0

Exercice 73.
/2 4 . s s
/. t—/O cos™(t)dt —» 0 en décroissant par convergence dominée donc la série converge. En regroupant les
- n—oo

termes deux par deux, on peut appliquer le théoréme d’intégration terme a terme cas réel positif d’ou

o [ [0S e = [T —Y = tangey2)
—1”/ cos”tdt:/ —1"cos"tdt:/ — = (u=tan(t/2)) = 1.
n;) : =0 t=0 7;) t=0 1+ cost

Exercice 74.

1 _ 1 1 _ 1y (—1)k¢k
t+1n(n) In(n) = 1+4+t/In(n) In(n) == 1n*(n)
tout t € [a,b] sin > em2x(allbh) | De plus, la convergence est alors normale donc, ¢ étant bornée sur [a, b],

on obtient par intégration terme a terme :

3 i (/b (—1)kp(t)tk dt)

n k=0 t=a

pour tout ¢ tel que |t| < In(n) donc pour

Fl(n) converge.

Si les intégrales [ tb:a @(t)t* dt ne sont pas toutes nulles alors la somme de la série interne est équivalente,
& un facteur prés, a 1/In" ! (n) lorsque n — oo pour le plus petit & donnant une intégrale non nulle. Or
les séries de termes généraux 1/In**1(n) sont toutes divergentes. Ainsi toutes les intégrales sont nulles
et o est orthogonale & toutes les fonctions ¢ — t* pour le produit scalaire usuel sur C([a,b],R). Avec le
théoréme de Stone-Weierstrass, on conclut que ¢ = 0 (qui effectivement convient).
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