Equations différentielles linéaires

Exercice 1. Equations linéaires d’ordre 1
Intégrer les équations suivantes :

1) 2+2)y =2—y. 2) zy’ +y = cosz.

3) (1+2)y +y=(1+=x)sinz. 4) 2%y — 2%y =1.

5) 3zy’ — 4y = x. 6) v +y = sinz + 3sin 2x.
7) 2z(1 — )y’ + (1 — 2z)y = 1. 8) z(x + 1)y’ + y = arctan x.

9) x(2?> - 1)y +2y =xInx — 22

Exercice 2. Equations d’ordre 2 & coefficients constants

Intégrer :
1) v’ — 2y’ + 2y = ze®. 2) ¥y — 4y + 4y = 2(z — 2)e”.
3) ¥’ — 4y’ + 13y = 10 cos 2z + 25 sin 2. 4) y" 4+ y = cotan .
5) y" 4+ 3y +2y= xx_2 le—a, 6) y" +y = P(z) ol P est un polyndme.

7) y'* +y% =1 (dériver).

Exercice 3. Equations d’ordre 2 a coefficients non constants
Intégrer les équations suivantes :
1) ¥ — ¢ — e2*y = e3* (poser u = e%).

2) ¢ — (6x+ 1)

- y' + 822y = x* (poser u = x?).

3) z(1—2lnz)y”" + (1 +2nx)y — ﬁy = 0 (chercher une solution de la forme y = ).

4) 2%y" — 2xy’ + 2y = 2 + 223 sinz (poser u = Inx).

5) x(x + 1)y” —y’ — 2y = 322 (chercher une solution de 1’équation homogene de la forme y = x).
6) 2%y’ +day' + (2—2*)y=1 (poser Y= %)

7) (2 + 3)y” + 2y’ — y = 1 (chercher les solutions polynomiales).

8) zy” — 2y’ — xzy = 0 (dériver deux fois).

Exercice 4. Résolution par DSE
Chercher les solutions développables en série entiere des équations suivantes et résoudre completement
ces équations.

1) day” — 2y + 92%y = 0. 2) a2y’ +2y —xy=0.
3) day” 4+ 2y —y =0. 4) v +zy' + 3y =0.
5) 22y + 62y + (6 — 22)y = —1. 6) z(z — 1)y’ +3zy' +y = 0.

Exercice 5. y™) +y" +y = |sinz|
Montrer que 1’équation : y*) + ¢ 4+ y = |sin x| admet une et une seule solution 7-périodique.

Exercice 6. vy’ + k?y =), 76025“6

Soit k € R. Résoudre y" + k?y = oo COZ#.

Exercice 7. ' = |z — y|
Résoudre I'équation : y' = |z — y|. Etudier les problémes de raccordement.

Exercice 8. v’ + |y| =1
Résoudre I'équation 3" + |y| = 1, avec y(0) = 0, y/(0) = 1.

Exercice 9. Mines MP 2000
Résoudre (F) : 4xy” 4+ 2y + y = 0 sachant que (E) admet deux solutions y et z telles que yz = 1.
Comment résoudre cette équation sans l'indication ?
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Exercice 10. Mines MP 2000
Soit £ =C(RT,R), b€ Ret a > 0.
1) Montrer que, pour tout f € F, il existe un unique g de C*(RT,R) tel que ¢’ + ag = f et g(0) = b.
2) Montrer que si f est intégrable sur RT, g I'est également. Relation entre f;%o F(t)dt et f;%o g(t)dt.
Exercice 11. Solution L?, X 2013

Soit a € R%.. Soit f: R — R, continue, L?. On considere 1’équation différentielle y' — ay = f(t). Montrer
qu’il existe une unique fonction 3 : R — R vérifiant cette équation et qui est L2.

Exercice 12. Systemes différentiels a coefficients constants
x,y, z sont des fonctions de t. Résoudre les systemes :

' =2y + 2z , p .
J 2 4+2z=9y—-1. 2= —y+3z.
’=zx+4+y—=z ¥ =2x+y+z2 ' =2z + z +sht

4) Sy =2x+y— 2z 5) Sy =x—y—=z 6) { y =x—y—2+cht
7 =-2x+2y+ 2. 7= —x+2y+ 2z 7= —x+2y+2z—cht.

Exercice 13. Systeme différentiel a coefficients non constants
B+ =tz +y+2t2 -1

Résoudre le systeme différentiel suivant : { (24 1)y =z — ty + 3t

Exercice 14. Lemme des noyaux, Matexo
Soit (p,q) € R? et (E) I'équation : " + py’ + qy = 0. On note S P'ensemble des solutions de (E) et D
Papplication de S dans S définie par D(f) = f’.
1) D peut elle étre une homothétie ?
2) Déterminer les valeurs de p et g pour lequelles D n’est pas un isomorphisme de S.
3) Vérifiez que D o D + pD + qidg = 0 et montrer qu’il existe des nombres complexes 71 et 75 tels que :
(D — T ids) ] (D — T2 ids) = 0.
4) Les applications D — ry idg, D — roidg peuvent-elles étre inversibles ?

Exercice 15. y" + 2y’ + y = 0, Matexo
On désigne par y la solution de I’équation différentielle 3" + xy’ +y = 0, avec les conditions de Cauchy
y(0) =0, y'(0) = 1.
1) Montrer que les dérivées de y vérifient 3™ + z y=1 + (n — 1)y =0, Vn>2.
2) Calculer par récurrence les dérivées successives de y en zéro.
3) Mountrer que y admet le développement limité & 'origine (z — 0):

2% 8a° (—2)FK! 21
y)=2——+—+... + —————

2k+2
3 " 5l (2k + 1)! (@)

Exercice 16. f"(z)+ f(—x) = zcosx
Trouver les fonctions f : R — R de classe C? telles que : Vz € R, f”(z) + f(—z) = z cos z.
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. 2y’
E 17. '+ =L 4y =0
xercice Y+ the +vy

/
On considére 1’équation différentielle : (x) < y” + % +y=0.

1) On pose z(z) = y/(z) + % Ecrire I'équation différentielle (d’ordre 1) sur z déduite de (x).
x
2) Résoudre sur | — 00, 0[ et |0, +o00[ I’équation en z, puis ().
3) Parmi les solutions trouvées, quelles sont celles prolongeables en 0 7
On note yo la solution de (x) telle que yo(z) - 1.
z—0—

Yo(z)

admet une limite finie en 0.
thz

4) Démontrer que yq est de classe C! et que

En déduire que yq est de classe C? sur R.
5) Est-ce que l'aire comprise entre la courbe de yy et Paxe des abscisses est finie ?

Exercice 18. y" + 2zy' + (22 — 1)y =0

Soit E = C*(R,C) ct & {E — b
oi = ,C) et

fo— g:te 1) +ef ().
1) Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de @.
2) Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de &2.

3) Résoudre I'équation : y” + 22y’ + (2% — 1)y = 0.
Exercice 19. z2f"(z) + xf'(x) = M f(x)
Déterminer les éléments propres des endomorphismes suivants :
1) E=R[X], &(P)(X) = X?P"(X) + XP'(X).
2) £ =C>*(]0,+0o[|R), &(f)(z) = z*f"(z) + xf'(2).
3) B =C=(0,1[R) &(f)() = , 1L '(x).

Exercice 20. AP’ —nA'P = AP
Soit A un polyndéme a coefficients réels de degré 2 donné. Au polynéme P de degré inférieur ou égal a
2n on fait correspondre le polyndéme Q = AP’ — nA'P.
1) Montrer qu’on définit ainsi un endomorphisme @ de Ry, [X].

2) Chercher les valeurs propres et les vecteurs propres de ¢ dans les cas particuliers :
a) A=X?-1, b) A= X2, c) A=X?%+1.

Exercice 21. Equation intégrale
Trouver les applications g : RT™ — R™ continues vérifiant pour tout = > 0 :

;/tzogz(t)dt— é </tzog(t)dt>2.

Exercice 22. Inéquations différentielles

y(0) = 2(0)
Soient a,b: R — R continues, et y, z solutions de { y' = a(t)y + b(t)
2 < alt)z + b(t)

Démontrer que : V¢ > 0, on a y(t) > z(t).

Exercice 23. Tangentes paralléles ou concourantes
Soit I’équation (x) < ¢ = a(x)y+b(x) et xp un réel fixé. Montrer que les tangentes aux courbes intégrales
au point d’abscisse xy sont paralleles ou concourantes.

equalin.tex — page 3



Exercice 24. 1y’ + ay = fct périodique
Soit A € C et ¢ : R — C, T-périodique, continue. On considére I’équation : (x) < y' + Ay = p(z).
1) Montrer que si y est solution de (x), alors x — y(xz + T') est aussi solution.
2) En déduire que y, solution de (x), est T-périodique si et seulement si y(0) = y(T).
3) Montrer que, sauf pour des valeurs exceptionnelles de A, I’équation (x) admet une et une seule solution
T-périodique.
Exercice 25. Coefficients périodiques
Soit ’équation (x) < y' + a(x)y = b(x) ou a,b sont des fonctions continues, T-périodiques.
1) Montrer que si y est solution de (x), alors la fonction définie par z(x) = y(x + T') est aussi solution.
2) En déduire que si j; o a(t)dt # 0, alors (*) admet une unique solution T-périodique.

Exercice 26. Equation intégrale

EFE — FE
Soit B = { fcts : [0,1] — R continues } et & : {

fo—
Chercher les valeurs propres et les fonctions propres de @.

avec g(x ft o inf(t, x) f(t) dt.

Exercice 27. Matexo
Soit k € R* fixé. On considere : E = {f € C?([0,1],R) tq f(0) =0 et f(1) = 3}.

Déterminer 1nf / t)+kf(t)?dt. Indication : poser f'+kf = g et calculer f(1) en fonction de g.

Exercice 28. Ulm-Lyon-Cachan MP* 2000

Soient u, v, w trois applications bornées et de classe C! sur R, a valeurs dans R?, vérifiant : v’ + v’ = w;

w' = —v; [;° ||v/[|* < +00. On suppose qu'il existe une suite de terme général ¢, tendant vers +oo telle

que u(t,) tend vers a € R3.

]_ ft +27T

1) Montrer que la suite de terme général u,, = t) dt tend vers a.

1 tn+2m
5 it

1 tn+27

2) Montrer que les suites de termes généraux v,, = o i
’7T —t'n

v(t) dt et w, = w(t) dt tendent

vers 0.

Exercice 29. Centrale MP 2001
Soit f continue et intégrable sur R. On considére I’équation différentielle (E) : ¢y’ —y + f = 0.
1) Montrer que (F) admet une unique solution F' bornée sur R.
2) Montrer que F est intégrable sur R et comparer f F et f +O°

Exercice 30. Centrale MP 2001
Trouver les fonctions f, g continues vérifiant : ftw:O t)ydt =2z — 1+ g(x) et ft 09(t)dt =2 —1+ f(x).

Exercice 31. Polytechnique PC 2002
Soit I’équation différentielle : (E) < u”(x) + (k — 2d cos(z))u(z) = 0.
1) Existence et domaine de définition des solutions maximales A et B telles que A(0) =1, A’(0) =0 et
B(0) =0, B'(0) =
2) Montrer que A est paire et B est impaire.
3) Montrer que A(k,d,z) = A(k,0,2) +2d " B(d,0,2 — t)A(k,d, z) cos(t) dt.

Exercice 32. f+— f+ f' (Mines MP 2003)
Soit F I'ensemble des fonctions f : R — R de classe C* telle que pour tout k € N, f(*) est bornée.
FE — F
— [+ f
1) Montrer que u € L(E).
2) Est-ce que u est injectif ?
3) Est-ce que u est surjectif ?

Soit u :
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Exercice 33. Centrale MP 2004
On considére I’équation différentielle : —y" + ]% = f ou p € N* et f est une fonction continue donnée.

1) Donner les solutions de cette équation. Montrer que = — — ftio pf(t) bh(xT?t) dt est solution.

2) Montrer qu’il existe une unique solution telle que y(0) = y(1) = 0. On la note u,.
3) Montrer que (u,) converge simplement vers une fonction que 'on déterminera.

Exercice 34. Centrale ]\/2[P 2004
Soit AeRet (€) & ddux(;c) + (1 = N)z%u(z) = 0.

1) Montrer que les solutions de (€) sont de la forme H(ac)e*ﬁ/2
série enticre.

2) Déterminer les valeurs de A telles que H soit une fonction polynomiale non nulle.

Exercice 35. Lemme de Gronwall (X MP* 2003)
Soient f, g deux fonctions continues et a € R vérifiant : V¢ >0, g(t) > 0 et f(t) <a+ fi:o f(u)g(u) du.
Montrer : Vt >0, f(t) < aexp(ftzog(u) du).

u

ou H est une fonction développable en

Exercice 36. v +y >0
Soit f: R — R de classe C? telle que : Vo € R, f(z) + f"(x) > 0.
Montrer que : Vz € R, f(z) + f(z +7) > 0.

Exercice 37. f"+f +f—0
Soit f: R — R de classe C? telle que f”(t) + f'(t) + f(t) N 0. Démontrer que f(¢) = 0.
—r+00 — 00
Exercice 38. f” > f +2/ch(x)3, Centrale PC 1997
Soit f de classe C2 de R dans R telle que f(0) = f/(0) = 0 et pour tout = : f"(x) > f(x) + ch(Qx)g'
sh(z)?
ch(z)’

Montrer pour tout = : f(z) >

Exercice 39. ' +ay =0, y(—o0) =0

Soit a,b : R — R continues telles que : Vo € R, a(z) > 1 et b(x) 2 0.
T—>+00

1) Montrer que toute solution de I’équation : 3’ + ay = b tend vers 0 en +oo.
2) On suppose b(z) — 0. Montrer qu’il y a une unique solution y qui tend vers 0 en —oo.
T——00

Exercice 40. y’ +ay =0, a > 0 = y s’annule
Soit @ : R — R** une fonction continue.
1) Soit y une solution de I’équation y” + a(x)y = 0. Montrer que y s’annule au moins une fois sur R.
2) Soit z une solution de I’équation 2" — a(z)z = 0. Montrer que z = 0 ou bien z s’annule au plus une
fois sur R.

Exercice 41. y"” + ay = 0 avec a croissante positive = y est bornée
Soit @ : R — R une fonction de classe C! croissante strictement positive et y une solution de 1’équation :
y"” + a(t)y = 0. Montrer que y est bornée au voisinage de +oco (on étudiera z = y? + y’2/a).

Exercice 42. y"” + ay = 0, a intégrable
Soit @ : RT™ — R continue intégrable. Montrer 1’équation y” + a(t)y = 0 admet des solutions non bornées
sur [0, +oo[ (on commencera par prouver que si y1,y2 sont deux solutions alors le déterminant wronskien
de y; et yo est constant).
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Exercice 43. Zéros entrelacés (Centrale MP 2003)

Soient 7 et ¢ deux fonctions continues définies sur I = [a, b] telles que : Va € I, r(z) > ¢(z). On considére

les équations différentielles : (F1) < ¢y +qy =0, et (E2) < 2" +1r2=0.

1) Soit y une solution de (E7) et xg,z1 deux zéros consécutifs de y. y'(zo) et y'(x1) peuvent-ils étre
nuls ? Que dire de leurs signes 7

2) Soit z une solution de (E3). On considere W(z) = 3/((?) ZZ,((:Z))

3) Montrer que z a un zéro dans Jzg, z1[ ou z(xg) = z(x1) = 0.

4) Soit w une solution de (E7). Montrer que u est soit proportionnelle & y, soit admet un unique zéro
dans |z, z1].

. Calculer W'(x) et W(x1) — W ().

Exercice 44. Zéros des solutions de y" + ay’ +by =0
On considére 'équation (x) < y” + a(t)y’ + b(t)y = 0, avec a, b continues.
1) Soit y une solution non nulle de (x). Montrer que les zéros de y sont isolés.
2) Soient y, z deux solutions de (x) non proportionelles.
a) Montrer que y et z n’ont pas de zéros commun.
b) Montrer que si u, v sont deux zéros consécutifs de y, alors z posséde un unique zéro dans l'intervalle
Ju, v[ (étudier z/y).

Exercice 45. y" + (1 + t)%> y=0

A
2
lintervalle ]a, a + [ (étudier z = y'p — y¢’ ol ¢(t) = sin(t — a)).

Soit A > 0 et y une solution de 3" + <1 + y = 0. Montrer que pour tout a € R, y a un zéro dans

Exercice 46. y’ +ely =0
Soit y : R — R une solution non identiquement nulle de y” + ety = 0.
1) Montrer que I'ensemble des zéros de y est infini dénombrable.
2) On note a,, le néme zéro positif de y.
En utilisant les fonctions ¢(t) = sin(ea"/z(t - an)) et Y(t) = sin(e“”*l/z(t - an)), mountrer que

T _ _T
ea"+1/2 < An 41 an < ea"/2 .

3) Donner un équivalent de a,, quand n — oo.

Exercice 47. Conditions aux limites
Soient f,g : [a,b] — R continues avec f positive. Montrer qu’il existe une unique solution pour le
probléme aux limites : y” = f(t)y + g(t), y(a) = y(b) = 0.

Exercice 48. Comparaison de solutions
Soient p,q : R — R continues avec : V2 € R, ¢(x) < 0. Soient ,z : R — R de classe C? vérifiant :

{V:v ER, ¥ +p(x)y + q(x)y < 2"+ p(x)z' +q(z)2
y(a) < z(a), y'(a) < 2'(a).

Montrer que : Yz > a, y(x) < z(x).

Exercice 49. Systeme différentiel a coefficients positifs

Rt — M,(R

Soit A : { n(®)

to— (ay(t))

différentiel X'(t) = A(¢t)X (t). Montrer que si toutes les coordonnées de X (0) sont positives ou nulles il
en est de méme pour X (¢) pour tout ¢ (commencer par le cas strictement positif).

continue avec : Vt > 0, V4,5, a;;(¢t) > 0 et X une solution du systéme
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Exercice 50. +°o sint/tdt

+oo e~ Tt
Soit f(z) = [, . —|—t2
1) Déterminer le domaine de définition de f et prouver que f est continue.
2) Justifier : Va > 0, f(z) + f"(z) = 1/z.
3) Résoudre I'équation précédente par la méthode de variation des deux constantes.

On introduira : C(z f+°° COSt dt et S(z f+<><> smt dt
édui +0° sint
4) En déduire : Va > 0, f(x ft s de.

5) En déduire : f+oo smt dt = 2

Exercice 51. Intégrale fonction d’un paramétre
On pose f(x) = ;%o e’tem"%. Former une équation différentielle satisfaite par f. En déduire f.
Exercice 52. Ulm MP* 2000
Soit I = [a,b] C R. On suppose que la fonction A est strictement positive sur I.
1
On pose E = {f € C*(I) tq f(a) = f(b) = 0}. On considére enfin 'opérateur K : f fz
1) Montrer que Sp(K) C | — 00, 0].
2) Trouver un produit scalaire ( | ) pour lequel deux vecteurs propres associés a des valeurs propres
distinctes sont orthogonaux.
3) On suppose que I = R et que A(x) > 1 pour z > 2. Soit A < 0.
a) Montrer qu'il existe une unique f) € C}(R*,R) telle f{ = AAfy, £(0) =0, f4(0) =
b) Montrer fy a une infinité dénombrable de zéros (zg < 21 < ... < m, < ...) et que la suite (z,,)
tend vers +oo.

Exercice 53. Centrale MP 2001

1) Soit f de classe C* de [0, 7] dans R telle que f(0) = f(r) = 0. Montrer que [, f*< [ 1.
Indication : prolonger f en une fonction impaire 2mw-périodique.

2) Soit une fonction ¢ de classe C* sur [0, 7], & valeurs dans ] — oo, 1[. Montrer que I'unique fonction x
de classe C? s'annulant en 0 et en 7 et vérifiant 1’équation différentielle 2" (t) + q(t)z(t) = 0 est la
fonction nulle.

3) Soit f une fonction de classe C! sur [0, 7] et deux réels a,b fixés. Montrer qu'il existe une unique
solution = de classe C? vérifiant x(0) = a, z(7) = b et 2”(t) + q(t)z(t) = f(¢).

Exercice 54. X MP* 2000
On considere I’équation différentielle & coefficients continus sur R : z” + p(t)a’ 4+ ¢(t)x = 0. Trouver
une condtion nécessaire portant sur p et g pour qu’il existe deux solutions sur R dont le produit vaut
constamment un.

Exercice 55. X MP* 2000
Soit A coninue de M, (R) dans lui-méme. On suppose que les a;;(t) restent positifs quand ¢ décrit RT,
et I’on se donne un vecteur X, dont toutes les composantes sont positives. Montrer qu’en désignant par

X (t) la valeur en t du systéme Y/ = AY valant X en ¢t = 0, on a pour tout ¢ > 0 et pour tout ¢ 'inégalité

Exercice 56. ENS MP 2002
Soit une application A de clagse C* sur R & valeurs dans M,,(C), telle que les valeurs propres de A(0)
aient toutes une partie réelle strictement positive. Soit F' de classe C*° sur R, a valeurs dans C™. Montrer
qu’il existe X de classe C™ sur R, & valeurs dans C", solution de tX'(t) + A(t) X (t) = F(t).
Indication : commencer par le cas n = 1, A constante.
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Exercice 57. X MP* 2003

1) Soient f,g:R — R continues et k > 0, tg € R tels que : Vit > tg, f(t) < g(t) + k‘fi:to f(u) du.
Montrer que : Vit > to, f(t) < g(t) + k;fi:to =) g(u) du.

2) Soient A,B : R — M,,(R) continues, T' > to, K > 0 et n > 0 tels que : Vt € [to,T], [|At)| < K et
JA() - BOI < 1.
On note M (resp. Np) la solution du probléeme de Cauchy : M(tg) = I, M'(t) = A(t)M(t) (resp.
N(to) = I, N'(t) = B(t)N(t)). Montrer que : Vt € [to, T}, |[|Mo(t) — No(t)|| < ef(t=to)(enlt=to) — 1),

3) On note Xy (resp. Yp) la solution du probléeme de Cauchy dans R™ : X () = a, X'(t) = A(t)X(t)
(resp. Y(to) = a, Y'(t) = B(t)Y (t)) ot @ € R™. Quelle majoration a-t-on sur || Xo(t) — Yo(¢)|| ?

Exercice 58. 3’ +y = ¢, Mines 2015
1) Soit I’équation différentielle f' + f = ¢, avec ¢ : RT — R continue. Exprimer f en fonction de ¢.
2) On suppose que 2 intégrable sur [0, +oo].
a) Montrer que f est bornée.
b) Montrer que f? est intégrable sur [0, +oc].
¢) Montrer que f(z) tend vers 0 quand z tend vers +oo.
3) Montrer que l'on a les mémes résultats en supposant ¢ intégrable sur [0, +o0[.

Exercice 59. y” + y = f, Mines-Ponts 2015
Soit f € C}(R*,R) monotone admettant une limite finie & I'infini. Montrer que toute solution de I’équa-
tion différentielle y”” + v = f est bornée.

Exercice 60. Equation de Legendre, ENS 2015
Pour k € N, on considére I'équation différentielle : (1 — 22)y” — 2xy’ + k(k + 1)y = 0.
1) Montrer qu'il existe une solution particuliére y; continue sur R.
2) Montrer que toutes les solutions de classe C? sur I'intervalle [—1, 1] sont proportionnelles & yy.

Exercice 61. Cauchy-Abel, X 2014
Soient R > 0 et b(z) = > p, bxz" une série entiere de rayon de convergence au moins égal a R. Soit
A € C. Montrer qu’il existe une unique série entiere a(z) de rayon de convergence au moins égal & R telle
que a(0) = Aet Vz € D(0,R), a'(z) = b(z)a(z).

Exercice 62. Centrale 2014
Soit A une matrice symétrique réelle dont toutes les valeurs propres sont positives et ¢ — X (¢) solution
de X’ = AX. Montrer que t + || X (t)||? est croissante sur R. Que dire si A est antisymétrique ?

Exercice 63. Mines 2014
1) Montrer que les solutions de 3" + e*y = 0 sont bornées sur R*.
2) Trouver une solution bornée sur R. Le sont-elles toutes ?

Exercice 64. Mines MP 2012
Montrer qu’il existe une unique solution & Iéquation 3y’ —y = e~

Exercice 65. Mines 2017
On s’intéresse a d’éventuelles solutions sur R™ de I’équation : 3" +

@’ qui tend vers 0 en +oo.

x

1+23

1) Soit y une solution bornée. Montrez que lim,_, 1~ ¥’ = 0. Indication : commencez par montrer que
vy’ admet une limite finie en +o0o.

2) Montrez que ’équation admet des solutions non bornées.

Exercice 66. Mines 2017
On considére sur R I’équation différentielle (E) : y” —y =
1) Donner la solution générale de (E).
2) Montrer qu’il existe une unique fonction bornée solution de (E).

y=0.

_1
1422
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solutions

Exercice 1.

A
1) y=2+ —2—.
)y +90—1—2
2) y = C+tsinx
x
3) y=— sinz 4+ A
)y cosz + T

1
5) y = \x?/3 —x.
6) y = sinx — cosx + 3sin 22 — 6 cos 2x + Ae—.

2 5
7 y= argcg\(/lx; Exzz +A pour z < 0
Yy = arcsi;l\(/iic_—;) Rl pour 0 < x <1
Y= —arg;:}\l/(igc_—;) i pour 1 < x.
8) y= IQ;l arctan x + z;ml (111 \|/:§:;—|}‘1 +)\>.
9) y = IEIQ((l—i—x)lnx—i—l—i—)\m).

Exercice 2.
1) y=(x +acosz + bsinz)e®.
2) y = (ax + b)e2* + 2ze®.
3) y = e**(acos 3z + bsin 3z) + 2 cos 2x + sin 2.

4) y =sinzx 1n‘tan % + Acosx + psinz (variation de la constante avec sin).

5) y=(A+1Inl|x|))e ™ + pe=2*.
6) y = Acosz + psinz + 3 oo (—=1)"PCM (z).
7) y = acosx + bsinz avec a? +b? =1 ou y = +1.

Exercice 3.
1) y=—e®+ Xe® + pe .

2
2) y= Ae® 4 pe 4 7%1; 3.

3) y=Ar?+plnz.

4) y=ax +bx?+1—2zsinz.

5) y=m2ln|x—|—1|—|—/\<len
_ —l+4+achx+bsha

6) y = 22 :

) y=AWaz2+3+pux— 1

8) y® -2y +y=0=y=a(chz —xshz)+ b(xchz —shz).

- ‘+x—1>+,ux2.

r+1 2
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Exercice 4. 3/2
L2 >0

1) 20(2n — 3)a, = —9a, 5 = y — ap cos(xz*/?) six >

) 2n(2n = 3)a n=3 =14 {aoch(|m|3/2) siz <0.
acosu+bsinu siz >0
achu+bshu sixz <0,

2) n(n+ Da, = an—2 = y = ag s};x

|3/2.

Solution générale : y = avec u = |z

achz +bshzx
. .

3) 2n+1)(2n+ 2)an+1 = an, = y = apch(y/z).

Solution générale sur R™ : u = ach(y/z) + bsh(\/E)
4) n(n—1)an + (n+ Dap_s =0=y =ag(l — 22)e */2 + a1 2.

Solution générale : y = (1 — 22)e~*"/%(a + bF(z)) + ba avec F(z) = I et’/2 dt.
5) (n+2)(n+3)an, =an_2=y= x_x#

Solution générale : y =

Solution générale : y = & chz + bSth +
T
6) na,11 = (n+1a, =y = uiixm)Q
Solution générale : y = ax + l(’ilj';)len |33|)

Exercice 5.

2 4 cos 2nx 2 4 oo cos 2nx
|sin] = DY s puy U A DI (4n® — 1)(16n* — 4n? +1)

Cette série converge et définit une fonction de classe C* solution de 1’équation.

. . 7’ . 7 . N . . ¥ —q 2 — 2
Unicité : les solutions de I’équation homogene sont combinaison de e?*, e™7% e/ ¥ et ¢77 * donc non
m-périodiques.

Exercice 6.

k@¢Z:y=> " 1%+acoskx+bsinkx.

cos kx zsin kx
Rk - k7) P o

k € Z : remplacer
Exercice 7.
y=x+1+Xe"ouy=x—1+ e ".

Exercice 8.
y:e”—lsix<0;yzl—cosx+sinxsiO<x<7;y:e3”/2_”—1six>3§.

Exercice 9. )
/ /
drz" +22' + 2 = ;—21(4xy”+2y’ —y— &Ty) = %(y2 +4$y’2) donc % — 4L y = Aexp(Eyv/—2x)

pour z < 0.

Résolution sans indication : on pose x = £t? et y(z) = 2(t) d’ont 4’z +ez=0.

Exercice 10.
1) g(z) = be™* + ftio e®(t=2) £(¢) dt o
_ sa(t—X
2) [L9@)de =20 —e-aX> +J;550 SO ft)y dedt = 21— emeX) 4 f1 L= p(eyar

+ 15
X—>+<>o a
Donc l'intégrale de g converge. On montre la convergence absolue par majoration élémentaire.
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Exercice 11.
Comme deux solutions différent par un multiple de e, il y en a au plus une de carré sommable. En
s’inspirant de la formule de Duhamel, on essaye y(t) = — f;;io e®(t=5) f(s)ds = — j:g e~ f(t + u) du.
La deuxiéme intégrale converge car u — e~ *" et u > f (t + u) sont de carrés intégrables et on vérifie avec
la premiere intégrale que c’est bien une solution de y’ — ay = f De plus, avec l’inégalité de Cauchy-

Schwarz : y2(t) < f+_og —2au dy x f F Pt 4 u)du < f u) du. En particulier ? est bornée

sur R.

Ensuite, on a yy’ — ay? = yf > f%(ayz + f%/a), d’ott %yQ < i]ﬂ + yy’ et en intégrant :

2 2
’ 1 s vy (B) —y(a
¢l A0 de< oo [2, o) de+ %
Ainsi, les intégrales ftﬁ: N y2(t) dt sont bornées, ce qui prouve que y € L?.

Exercice 12.
1) o =2aet + (29t + 28 —y)e?, y= (vt +B)e?, z=ae + (yt+ B)e*
2) y=—1+ e +peft, z2=—1+A1+a)e +pu(l+ B, a= _33“/5, B = _35‘/5.
3) y= —9cost — 13sint (at +b)e?, z= —4cost —3sint | (at + a + b)et

25 ’ 25
4) z = (a+ bt + ct?)e’, y<a+b2 (b+c)t+ct2> z(ab‘g%(bc)wcﬁ)et
5) x = —(b+c)et + (a+ b+ c)e?
y—%( a+5b—|—30)—2(b—|—c)e +1i(a+b+ )
zfi(af56730)+3(b+c)e 77(a+b+ c)e?t
6) v = (at? (a+b+%)t+a+b+c)
y=(at>+(b—a+3)t+a+c) ée‘ﬂ

z=(—at’ + (a—b— )t —ce' + 5e "

Exercice 13.
y= 2 +1)z' —tex — 22+ 1= (t2 + 1)z" + 2ta’ — 22 = 6t.
Résolution par DSE = x = a(1 + tarctant) + bt + tIn(1 + ¢?), y = aarctant + b+ 1 + In(1 + 2).

Exercice 16.

Dériver deux fois. f(z) = W + Ashz + pcosz.

Exercice 17.

1)Z+th = 0.

Exercice 18.
1) spectre = C, fa(t) = e~*'/2eM,
2) Pour A £ 0, B2(f) = A\2f < f = afx + bf ».
Pour A =0, ®2(f) =0 < f(t) = (at + b)e~*"/2.
3) ¥(y) = 2y y=ec "/ (aeV? + be~tV2).

Exercice 19.

1) A=n?: P(X)=aX".
2) A>0: f(z) =azV> + Bz V™.
A=0: f(x)=a+ Slnz.
A<0: f(z) =acos(v—Alnz) + Bsin(v/-Alnz).

3) AeR: f(x) = aexpA(arcsin/z — /z(1 - z)).
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Exercice 20.
2) a) A =2k, P=a(X —1)" ¥ X +1)"** pour —n < k < n.
b) A=0, P = aX2".
) A=0, P=a(X2+1)".

Exercice 21.

/
y=[l,9@t)dt =L = 2442 = g(z) = ax'*V2, Continuité en 0 = g(z) = azltV2.
- Y -

Exercice 22.
Etudier e=4(y — 2), A’ = a.

Exercice 23.

a(zo)’  a(zg)

1 b(fEO)).

Point de concours : (1:0 —

Exercice 25.
2) Soient yo une solution particuliére et y; une solution non nulle de ’équation homogene : y; (z) = e Al)
avec A" = a. Alors yo(z + T) = yo(z) + ayy(z), et pour une solution y quelconque, y = yo + Ay; :

y(@ +T) —y(@) = (a+ Me™ = 1))yi(x) on I = [ a(t)dt.

Exercice 26.
A#0: f(z)=asin(az), o= 7 (modm)
A=0: f=0.

Exercice 27.
F) =e* [1 g(t)ek dt.
Avec Cauchy-Schwarz on obtient [ (f/(t) + kf(1))2dt > % (1)? = 9%.
kt _ o=kt

Il y a égalité pour f(t) = 3eek —e R

Exercice 28.

tn+2
1) uy —ulta) = 5= [

2) w+ w” = donc w(t) = f;

f;: ‘. u’(z) da dt et on majore l'intégrale interne par Cauchy-Schwarz.

sin(t — x)u/(x) dz + acost + Bsint puis

=t,

tn—+2m tn+2m t
/ w(t)dt = / sin(t — z)u'(x) dz dt
t x=t,

=tn t=t,

tn+2m tn+2m
= / / sin(t — z)u/(z) dt dz
x=t, t=x

tn+2m
= /:t u' () (cos(t, —t) — 1) dz

— 0,

n— oo

tn+27
t=tn

tn+27
=ty

et v(t)dt = w(t,) — w(t, +27) = sin(t — z)u/(x) dz.
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Exercice 29.
1) Formule de Duhamel : =— f e f(z) dz + Ae'.
Par convergence domlnee 1’1ntegrale tend verb 0 quand t tend vers —oo donc toutes les solutions
de (E) sont bornées au voisinage de —

Pourt > 0 on ay(t) =e </\ f 0 _Tf( )d ) donc il y a au plus une valeur de A telle que y soit

éventuellement bornée au voisinage de +oo, c’est A = f;zog e *f(x)dx

e @) da] < [ 5@ de s o

Pour ce choix on a : |y(¢)| =

2)
/ ()] dt < / / e f(2)] dadt
t=a t=a
“+o00o b
</ / et_”’|f(:v)|dtdx+/ / =) f(2)| dtdz
r=a Jt=a z=b Jt=a
b “+00
<[ u-erip@de s [ @ - el e deda
r=a z=b
+oo
<[ U@l
+oo
donc F est intégrable. F' = F — f est aussi intégrable et j;io_ooo F'(t)dt = [F(t)}t:_oo = 0 d’ou
“+ o0 400
o F=0f
Exercice 30
Poser F(z) = [, f(t)dtet G(z) = [, g(t) dt puis résoudre : F(z) = 2—14+G'(z), G(z) = z—14+F'(z),
F(0) = G’(O) =0.

On trouve f(z) = g(x) = 1.

Exercice 31.
1) thm de Cauchy-Lipschitz linéaire.
2) x — A(—x) et x — —B(—x) sont solutions de (E) et vérifient les bonnes conditions initiales.
3) Résoudre v (z) + ku(z) = 2d cos(z)u(z) par la formule de Duhamel.

Exercice 32.
2) Oui, Keru = {0}.

3) Oui:sige Falors f=tw— [_ e 'g(s)ds appartient & E et f + f = g.
Exercice 33 h(x/
2) up(x ftopf ( 7t>dt—|—zh5§/p ftopf ( ;t)dt.
3) TCD: up(x) — = T )f(t)dt+xft:0 —0)f(t)dt = [T t(1—x)f(t dt+ft z(1—1t)f(t)dt

(primitive deux1eme de —f s’annulant en 0 et 1).
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Exercice 34.
1) 1l suffit de démontrer que les solutions de (£) sont développables en série entiére. La méthode des
coefficients indéterminés donne n(n — 1)a, = (A — 1)a,—4 sin >4 et ap = az =0 d’ou

A—1)ka A—1)¥a
Qg = %7 A4k41 = 15#7 Qgfy2 = 4py3 = 0.

[ 4i4i —1) [ 4i4i + 1)
i=1 i=1

On obtient une série de rayon infini pour tout choix de ag,a; donc les solutions DSE forment un ev
de dimension 2 et on a ainsi trouvé toutes les solutions.

2) On doit avoir H” (z) — 2zH'(z) + ((2 — N\)z? — 1)H(x) = 0. Si H est une fonction polynomiale non
nulle, en examinant les termes de plus haut degré on obtient une contradiction. Donc il n’existe pas
de telle solution.

Exercice 35.
Considérer h(t) = a + fi:o f(u)g(u) du et résoudre 'inéquation différentielle h'(t) < g(t)h(t) par la
formule de Duhamel.

Exercice 36.
f(z) = ffzog(t) sin(x —t)dt + Acosx + psinz avec g = f + .

Exercice 37.
On pose o(t) = f"(t) + f'(t) + f (1)
_—tj2|_ 2 gt w/2 o ﬁ(“*t) V3u ; V3u
fit)=e [ 7 oo (u)e/? sin < 5 ,du + Acos 5 )T Bsin 5 )
Exercice 39.
1) y= [ b(t)et =A@ dt + y(a)e A avec A’ = a et A(a) = 0.
Comme a > 1, ona A(z) >z — a et A(t) — A(z) <t —z pour t < z.
Done [y| < [Z,, [b(t)le" " dt + [Z_ [b(t)|e"* dt + |y(a)|e* ™™ < [[bllce™* + sup [b] + [y(a)]e* ™.
z,400
On choisit z tel que z — +o00 et x — z = +00 = cqfd.
2) Comme A(t) — A(z) <t —a pour ¢t < z, lintégrale [ b(t)eA®M =A@ dt converge et fournit une
—A(z)

— 400, c’est la seule.
r—r—00

solution nulle en —oo. Comme e

Exercice 40.
1) Sinon, la convexité de y est incorrecte.
2) S’il existe = tel que z(z) = 2/(x) = 0, alors z = 0 ce qui est absurde.
S’il existe x tel que z(x) = 0 # 2/(x), alors par convexité, z ne peut s’annuler ailleurs.

Exercice 42.
Si y1 et y2 sont deux solutions bornées alors yf’ et ¥4 sont intégrables donc y;(t) M 0et Wy, ., (%) =0
— 400

pour tout ¢.

Exercice 43.

1) On suppose y # 0 sinon y n’a pas de zéros consécutifs. Comme y(xg) = 0, on a y'(z¢) # 0 sinon
y = 0. Ceci implique que chaque zéro de y est isolé, donc la notion de zéros consécutifs est pertinente.
Enfin, y'(z0) et 3/(z1) sont de signes opposés sinon il existe un autre zéro dans |zg, z1].

2) W= (qg—r)yz. W(x1) — W(xo) =y (x0)2(x0) — 3 (z1)2(x1) (non simplifiable).

3) Si z ne s’annule pas dans ]zg,x1[ alors W' est de signe constant sur cet intervalle. L’examen des
différents cas possibles de signe apporte une contradiction entre les signes de W’ et de W (xz1) — W (z0)
si z(xo) # 0 ou z(z1) # 0.

4) On prend r = ¢, z = u. Si u(zg) # 0 alors u admet un zéro dans |z, z1[ et en permutant les roles

(o)

de u et y, le prochain zéro éventuel de u vient apres y;. Sinon, u = my
0

equalin.tex — page 14



Exercice 44.
2) a) Wronskien.
b) (z/y) = (2'y — 2y')/y?* est de signe constant = z/y est monotone.
z/y admet des limites infinies en u et v. TVI

Exercice 45.

2 = —%2 sin(t — a)y(¢t) donc si y ne s’annule pas sur |a,a + 7|, alors z est strictement monotone sur

[a,a + 7]. Mais z(a + 7) — z(a) = y(a + 7) + y(a) = contradiction de signe.

Exercice 46.
1) L’ensemble des zéros est localement fini d’apreés Cauchy-Lipchitz.
Si y ne s’annule pas sur [a, +0o[, par exemple y > 0, alors y est concave positive donc minorée, donc
y"” — —oo ce qui implique ¥’,y — —oo, contradiction.
3) Soit b, = 5. Alors b1 < 2111( by ) < by et by — 0 donc by, ~ byp1 ~ 2 ( by _ 1).
e anrl bn+1
1 1 1

Alors bn1+1 o — 3 by, ~ o0 et a, ~ 2Inn.

Exercice 47.
Les formes linéaires y — y(a) et y — y(b) sont linéairement indépendantes sur 'espace des solutions de
I’équation homogene.

Exercice 48.
On se rameéne au cas z = 0. Soit z tel que y(z) < 0 et y'(x) = 0. Alors y”(z) < 0, donc y n’est pas
minimale en z. Donc y n’a pas de minimum local sur ]a, +00[.

Exercice 49.
Si z;(0) > 0 pour tout ¢ on obtient une contradiction en considérant le plus petit ¢ tel qu’il existe ¢ avec
Cas général : dépendance continue de la solution par rapport aux conditions initiales. ..

Exercice 51.

fl(x) = 2(5274::1)]‘(3:) = f(z) = yr(2® +1)"Vexp <; arctan ac)
Exercice 52.

1) Soit f non identiquement nulle vérifiant f”/ = AAf avec A > 0 : sur tout intervalle ot f est strictement
positive, f est strictement convexe donc ne peut pas s’annuler aux deux bords ; idem quand f est
strictement négative, il y a contradiction. Le cas A = 0 est trivial.

b b b

2) (flg)=[_, f'Og®)dt =~ [_, f"(t)g(t)dt = — [,_, f(t)g"(¢)dt.

3) b) Si f) a un nombre fini de zéros, soit x,, le dernier et A = max(z,,2).

Sur [A, 400, f est de signe constant, €, et on a f{ — Afx = A(A—1)fy = ¢ d’on

falz) = /:A sin((z — t)vV/=X)(t) dt + acos(zvV/—X) + Bsin(zv—X).

En particulier fy(A) + f (A + ) = [tV sin((xz — t)v/—X)p(t) dt est du signe de —e,

\/% t=A
absurde.
Si I’ensemble des zéros de f admet un point d’accumulation z on a fy(z) = f(z) =0 d’ou f\ =0,

absurde.
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Exercice 53.
1) Apres le prolongement indiqué on peut appliquer le relation de Parseval & f et f’ sachant que ¢o(f) =0
par imparité et |c, (f)| = |en(f')]/n <7r|cn(f’)| pour n # 0.
2) 2/(t) + q(t)z(t) =0 = [ 2% = {xx’]o — Jyxa = [Jq? =2’ =0=2=0.
Rmq: il n’est pas nécessaire d’avoir ¢ de classe C!.

3) 1l existe zg de classe C? vérifiant 'équation différentielle. Par différence avec 2o on se rameéne au cas

: . S — R L
f = 0 et il faut montrer que Iapplication ¢ : est bijective, en notant S
. —  (x(0),z(m))
I’espace des solutions de I’équation homogeéne 2"/ + gz = 0. Or ¢ est linéaire et est injective d’apres la
question précédente, c’est donc une bijection car dim S = 2.

Remarque : 'hypothése f de classe C! est inutile, continue suffit.

Exercice 54.
et 1/x sont solution = 2/ + ¢z = 0 donc une condition nécessaire est : ¢(t) < 0 et ¢ = —a’> /a2 est de
classe C! . Réciproquement, supposons ¢ négative de classe C! et soit r(t) = \/—q(t). Si x est solution
de 2’ = r(t)x alors sur tout intervalle I ol ¢ ne s’annule pas on a z”" = r(t)z’ + '(¢)x donc

2+ p(t)a’ + q(t)z = (r(t) + p(t)2’ + (' (t) + q(t))z = (r(t)p(t) + ' (1))

donc une deuxiéme condition nécessaire est : p(t)q(t) = —1q¢'(t). Ces deux conditions sont suffisantes si

2
q est strictement négative.

Exercice 55.
La suite (Xj) de fonctions définie par Xy (t) = Xo, Xp+1(t) = Xo + fi:o A(u) X% (u) du converge locale-
ment uniformément vers X et Xj(¢) est clairement & composantes positives pour ¢ > 0.
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Exercice 56.
Pour n = 1 et A(t) = a > 0 on trouve apres les incantations usuelles (équation homogene, variation
de la constante et mise en forme de l'intégrale) que X : t — ful:() F(tu)u®! du est 'unique solution
prolongeable en 0 et qu’elle est de classe C*° sur R. Pour n = 1 et A non constante, on trouve de méme :

X(t) = /ul F(tu)u? (-1 exp(/tu Al) = 4(0) dv) du

=0 v=t v

A(v) — A(0) fl

) - Jw=0

et ’on voit que X est C* en écrivant A (vw) dw.

Pour n quelconque et A constante : alors la fonction X : ¢t — f;zo uA O~ F(tu) du est 1'unique solution

prolongeable en 0, en convenant que u*(®)~1 = exp((A(0) — I)In(u)) (I'intégrale converge en 0 car
w0~ = o(u® 1 1In(u)"™) pour tout o > 0 minorant les parties réelles des valeurs propres de A(0)).

Pour A non constante, on met 1’équation sous forme intégrale :
1
tX'(t) + A)X(t) = F(t) & X(t) = / u O~ F(tu) — (A(tu) — A0))X (tu)} du.
u=0

Soit a > 0 & choisir. Posons E = C([—a,a],C") et pour X € E :
1
B(X) =t o / dAO-TLP(u) — (A(tu) — A(0))X (fu)} du.
u=0

On a facilement : $(X) € E si X € E et @ est contractante sur F pour || || si a est choisi suffisament
petit. Donc I’équation tX'(t) + A(¢t) X (t) = F(t) admet une solution (unique) définie au voisinage de 0,
et cette solution est prolongeable en une solution sur R car le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique
en dehors de 0. Par ailleurs, on a :

VteR, X(t) = /1 uA O~ F(tu) — (A(tu) — A(0)) X (tu)} du,
u=0

ce qui montre par récurrence sur k € N que X est de classe C* sur R.
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Exercice 57.
1) Poser F(t) = fut:to f(u) du et résoudre l'inéquation différentielle F'(t) < g(t) + kF(t) par la formule

de Duhamel.
2)
=AM = |M'(t)]| < K||M(t)
= |M@) -1 < K i 1M (w)]| du

= puor< K [

t
S IO 1+E [ KO0 gy = K,
u=to

(M—N)’:(A—B)M+B(M—N)

= M = NY (O < e 0 + (K + m))(M = N)(©)]
t
= M - M@ < }@K“*W SO ) [ = N

= |I(M — N)(

t
77 K (t—to) _ 1) + (K +77)77 / e(KJrn)(tfu)(eK(ufto) _ 1) du
K u=to

= e (t=to) (gnlt=to) _ 1)

3) Xo(t) = Mo(t)a et Yo(t) = No(t)a, d’ott | Xo(t) — Yo(t)|| < eKEto)(enlt=to) —1)]|ja.

Exercice 58.
1) Les solutions de I’équation homogene sont les fonctions ¢ — Ae™*. La variation de la constante donne

ensuite f(t) = e ! +e~* fg e“o(u) du.
2) a) L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

t ¢ ¢ too
|/0 ) du| < (/0 e2u du)l/Z(/O cp2(u) du)1/2 < et(/o 902(u) du)1/2
On en déduit que f est bornée sur R*.
b) Ona f2 = fo — ff', done [§ f*(w)du = [y f(u)o(u)du— L(f2(t) = f2(0)) < | [y f(w)p(w) du] +
%fz( ). On a donc fo f2(u)du < (fo f2(u )1/2( 0+OO ©?(u) du )1/2+ f2(0). Si f est nulle alors

elle est de carré intégrable. Sinon il existe t( tel que fgo f?(u)du > 0. On a alors, pour tout t > t,

1/2 +oo o /2 1 12(0) L 2 o
(f(f SAu)du) ™ < (fy7 @) du) T+ = 775- On en déduit que f* est intégrable
2 (fgo 2 (uw)du) /
sur [0, +o0[.
c) Ona %fQ( ) = 1f2 —|—f0 u) du— fo f?(u)du. f et ¢ sont de carré intégrable, on en déduit

que f¢ est intégrable (utiliser par exemple |fp| < §(f2 +¢?)), on en déduit que f2(t) a une limite

quand t tend vers +o00. Or f2 est intégrable en +oo, donc la limite de f? est nulle.
3) On a |f0t e"to(u) du| < f(f |o(u)| du, on en déduit que f est bornée sur R, f est bornée @ est

intégrable sur RT, donc fy est intégrable sur RT. On a fg 2 (u)du —i—fo |f (u)e(u)] du, ce qui

montre que f2 est intégrable sur [0, +oo[. La relation %fz( ) = 1f2 0)+ fo w) du — fo f?(u)du

permet & nouveau de conclure que f(t) tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo.
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Exercice 59.
y(z) = acos(z) + bsin(z) + [,7 sin(x — t) f(t) d¢ donc

427 T
ylx 4+ 27) —y(z) = /t sin(xz —t)f(t)dt = / sin(t)(f(x 4+ 27 —t) — f(z + 7 —1t)) dt.

=z t=0

Lorsque f est croissante, on obtient 0 < y(z 4 27) — y(z) < f(x + 27) — f(z) puis
0 <ylw+2km) —y(r) < fz+2km) — f(2) <2[f

pour tout k € N. Ainsi, y(z) est compris entre m — 2| f||co €t M + 2| f|lcc 00 m, M sont le minimum et
le maximum de y|j9,2,]- On traite de méme le cas ot f est décroissante. L’hypothese f de classe C'n'a
pas servi, il y a peut-étre une solution plus simple ?

Exercice 60.
1) Il faut comprendre : continue sur R, solution sur les trois intervalles | — co, —1[, | — 1, 1], 1, +o0[, et
non identiquement nulle.

En posant y = Y7 jana™, on obtient (n + 1)(n 4+ 2)ani2 = (n(n+ 1) — k(k + 1))a,, ce qui donne
une famille de solutions sur | — 1, 1[ dépendant des deux parameétres ag et a;. On a donc un ensemble
de solutions sur | — 1, 1] qui constitue un espace vectoriel de dimension 2 ; on les a toutes.

Comme k est entier, 'une des deux suites (agp) ou (agp+1) est presque nulle et la « demi-série »
associée est en fait un polynome solution de I’équation sur | — 1, 1[ done solution partout.

Remarque : y; est a un facteur pres le k-eme polynéme de Legendre.
2) Soit 2z autre « demi-série », avec un coefficient ag ou a; non nul. Alors (yg, 2x) est une base de
Pensemble des solutions sur | — 1, 1[ donc toute fonction y solution sur [—1, 1] est combinaison linéaire

de yk, zr sur | — 1,1[. On doit prouver que le coefficient devant zx est nul, ce qui revient a prouver

que z; n'est pas de classe C? au voisinage de 1 ou au voisinage de —1. Considérons le déterminant
. 1 Z . w(0

wronskien w = ;5 7l Onaw = 12x sw, ce qui donne w = 1(7)2 avec w(0) # 0. Donc
kK -z —x

|w| — 400 et c’est forcément la faute & zy.
z—=+1

Exercice 61.
En écrivant a(z) = Y52, arz”, on obtient ag = A et (n+1)an41 = > p_o akbn_k ce qui définit une unique
suite (ax) et donc prouve I'unicité de a. Il reste & vérifier que le rayon de convergence est supérieur ou
égal a R.
Soient 0 < r < s < R et M tel que |bys*| < M pour tout k. En supposant |a,r*| < M’ pour 0 < k < n, il

vient |a, 17" < MM'rs/(n+1)(s —7) < M’ pour n assez grand. On régle M’ de sorte que I'inégalité
soit vraie lorsque n est petit ; il y a un nombre fini de valeurs a considérer.

Exercice 62.
On pose p(t) = | X(#)]|2. Alors ¢'(t) = 2(X'()|X () = 2(AX(t)|X (t)). On écrit A = PD!P avec P
orthogonale et D diagonale et on a, pour tout X € M, 1(R), {XAX =Y DY, avec Y = 'PX, ou encore
EXAX =" Ny?. on en déduit que, pour tout ¢, ¢'(t) > 0. Si A est antisymétrique alors, pour tout
X, (AX|X) = —'XAX = —(AX|X), donc (AX|X) = 0. Dans ce cas ¢ est constante. On peut montrer
également lorsque A est antisymétrique que chaque courbe intégrale est contenue dans un hyperplan.
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Exercice 63.

1) y'y + e "y'y” =0 donc y? + ey + [T e ty?(t) dt = cste.

2) La fonction nulle est une solution bornée sur R. Soit y une solution bornée : |y| < M. Alors
ly"| < Me® donc y”' est intégrable au voisinage de —oo puis 3’ admet une limite finie en —oo et cette
limite est nulle sans quoi y ne serait pas bornée. Par intégration de |y”| < Me® il vient |y'| < Me” et
ainsi L(y) = lim_, y existe et est finie.

Supposons L(y) = 0 : on a alors |y| < Me® par intégration de la méme relation pour y’, puis
ly"| < Me*, d’ott apres deux intégrations, |y| < 2Me?* et de proche en proche : |y| < 17" pour
tous n et z. Ainsi, la relation L(y) = 0 implique y = 0.

Considérons alors 'ev E des solutions bornées : L est une forme linéaire injective sur cet ev d’ou
dim F < 1. Comme l’ensemble des solutions de ’équation différentielle est un ev de dimension 2, il
existe des solutions non bornées.

Exercice 64. ,
La solution générale de vy’ —y = e~ %" est donnée par

x x
y= / e*te™ dt + e = €® ()\ + / emt=t dt).
t=0 t=0

Comme ft::ooc ettt dt = ;Ofoo e1=(t+3)” 4t est absolument convergente, toute solution tend vers 0
en —oo. De plus,

+o0 R +o0 R
yze’”()\—i—/ e it dt—/ e it dt)
t=0 t=x

cste =o0(1)

et 0 < e” ;roo et dt < ftoo e~ dt —» 0, donc y tend vers 0 en +oo si et seulement si
z t=z T—+00

+oo 2
A= —/ et dt.
t=0

Exercice 65.

1) y étant bornée, y"" = — 1 iyx?’ est intégrable sur [0, +o0o[ donc y’ admet une limite finie £ en +00. On
montre classiquement qu’alors y/x —+> ¢ d’ou ¢ = 0 puisque y est bornée.
r—r+00
2) Si (y1,y2) est un systéme fondamental de solutions alors w = Z,l Zf est constant et non nul. Ceci
1 2

empéche que y; et yo soient toutes les deux bornées.

Exercice 66.
1) Les solutions de I’équation homogene sont de la forme Ae® + Be~®. La méthode de variations des

A'(x)e® + B'(z)e ® =0 . o ,
constantes donne {A’(a:)ex _ B'(z)e=7 — 1_:;527 puis A'(z) = 37 et B (x) = 2(1+z2 Ainsi les
—t 1

solutions sont les fonctions f(z) = e”(A + 0 i dt) +e7 (B — 3 o th dt).
t
2) Pour tout x fox i dt < e” fo 1+t2 dt < “; . On en déduit que la fonction e=%(B —
—t
5 fo 1+t2 dt) est bornee sur RT. Pour avoir f bornee sur R+ il faut que A + 2 O+°O iz dt = 0.

On a donc f(z) = e"(—3 f+oo 1e+:2 dt) + e‘”(B - 2 o 1+t2 dt). On montre de méme que pour

x

avoir f bornée sur R™ il faut que B = —3 f Tz dt. Finalement la seule fonction p0851ble est
[e%e] +t
T rtoo ot T +oo et +o0
f@)= =5 [ &= dt S 1+t2 dt. Pour tout 2,0 < & [7™ £ dt < § [ Fzdt < %

e dt < Z. On en dedult que f est bornée sur R.

Pour tout =, dt

2 f ool+t2 2f ool+t2
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