Rang de matrices |

Exercice 1. Calcul de rang
Chercher les rangs des matrices suivantes :

12 -4 -2 -1 f;:;;:z 7%1?2 14 -1 24
1)(o -2 4 2 of 2) : 3) 4) 2 0 -3 -1 7
1 1 -2 -1 1 0 60 b2 b -2 3 2 1 4
2 =2 0 -2 1 4 1 2
Exercice 2. Calcul de rang
1 -1 0 1
m 1 -1 -1 .
Chercher rg | 7 en fonction de m € C.
—-m 1 0
1 -1 m 2
Exercice 3. Calcul de rang
A 1 5
Chercher rg (1 4 /\> et le cas échéant, donner une relation de dépendance linéaire entre les lignes.
3 -1 5
Exercice 4. Calcul de rang
2 4 -5 -7
Chercherrg [ -1 3 1 2 | en fonction de a et b.
1 a -2 b
Exercice 5. Matrice a trou
1 1 2
Soient A € M3 4(K), B € My 2(K), C € M3 3(K) telles que ABC = <2 z 1). Trouver z.
1 -2 1

Exercice 6. Factorisation, Centrale P’ 1996
Soit la matrice carrée d’ordre n, I, (p < n), telle que le i-éme terme diagonal vaut 1 si i est compris entre
p et n, tous les autres coefficients étant nuls. Quelle sont les conditions sur A (matrice carrée d’ordre n)
pour qu'il existe B telle que AB =1, 7

Exercice 7. Echange de lignes
Soit A € M,,(K) inversible et B la matrice obtenue en échangeant dans A les colonnes i et j. Montrer
que B est aussi inversible. Comment passe-t-on de A=' a B~ ?

Exercice 8. Matrices de rang 1
Soit M € M,,(K). Montrer que : rg(M) = 1 & il existe C, colonne et L, ligne, non nulles, telles que
M = CL.
Dans le cas oit M est symétrique, montrer qu’il existe A € K* tel que L = X C.

Exercice 9. Matrices de projection de rang 1
Soit A € M,,(K) de rang 1. Montrer que A est une matrice de projection si et seulement si tr A = 1.

Exercice 10. Calcul de rang
Soient 1,...,Zp,Y1,...Yp € K avec car(K) # 2. On note A, B les matrices de termes généraux x; + y;
et (x; +y;)?. Chercher les rangs de A et B.

Exercice 11. Juxtaposition de matrices
Soient A € M, ,(K) et B € M,, ,(K). On considére C' = (A B) € M, ,+,(K).
Montrer que : rg(C) =rg(A) & IP € M, ((K) tq B= AP.

Exercice 12. rg(A) = rg(*AA)
Soit A € M, (R), et B ="'AA.
1) Montrer que : VY € M, 1(R),'YY =0&Y =0.
2) Montrer que : VX € M, 1(R), BX =0 AX =0.
3) En déduire que rg(A) = rg(B).
4) Trouver une matrice A € M5(C) telle que rg(A) # rg(*AA).
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Exercice 13. Rang de (M)
Soit M € M,,(C) de rang 1. On écrit M = P +iQ avec P,Q € M,(R). Montrer que rg(P) < 2.

Exercice 14. Calcul de rang
Soit M = (cos(i + 7 — 1)) € M, (R). Déterminer rg M en fonction de 6.

Exercice 15. Décomposition en blocs

Soit M = ( g g) une matrice carrée décomposée en blocs. On suppose que A est inversible.

Montrer que rg M =rg A +rg(D — CA™!B).

Exercice 16. MA =0
Soit A € M, (R) et E={M € M, (R) tq MA = 0}. Quelle est la structure de E, sa dimension ?

Exercice 17. Rang des applications X — AX, XB,AXB
Soient A € M, ,(K) et B € M, ,(K). Chercher le rang des applications :

f: {M;D,q(K) — Mn,q(K) . {MP’Q(K) — MP(’"(K) h: {MPH(K)
X — AX X — XB

On transformera A et B en matrices canoniques équivalentes.
Exercice 18. Rang de X — AX — XA
K K
Soit A € M5(K). Chercher le rang de 'application : {MQ( ) — MAK)
M +— AM - MA
Exercice 19. Matrice antisymétrique 3 X 3
Soit M € M3(K) antisymétrique. Quel est le rang de M ?

Exercice 20. Matrices antisymétriques
Soit A = (a;;) € M, (K) antisymétrique.
1) On suppose a1z # 0, et on décompose A sous la forme : A = (Qt]U g) avec J = (7212 a(lf).
. (I —J- U
Soit P = ( ' )
a) Montrer que P existe et est inversible.
b) Calculer AP.
c¢) En déduire que rg(A) =2 +rg('UJ U + V).
2) Dans le cas général, montrer que rg(A) est pair.

Exercice 21. Matrice a diagonale dominante
Soit M = (a;;) € My(C). On dit que M est a diagonale dominante si: Vi, |ai| > >, |aijl.

a1l a2 - aln
0

1) On transforme M en M’ = . " par la méthode du pivot. Montrer que M; est a
1

0
diagonale dominante.
2) En déduire que M est inversible.

Exercice 22. Rang par blocs
. . M, M
Soit une matrice M de rang r telle que : M = (M1 M:QJ,

taille r. Montrer que M3 = MlelMg.

), ou la matrice M, est carrée de rang r et de
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Exercice 23. rg(BC), Centrale MP 2006
1) Soient deux matrices B € M, ,(R) et C € M,.,,(R) de méme rang r. Montrer que A = BC est de
rang r.
2) Réciproquement, soit A € M,,(R) de rang r > 1. Montrer qu’il existe des matrices B et C' comme
précédemment telles que A = BC.

= W

3) Déterminer explicitement une telle décomposition pour A =

4
2 ,a€R.
a

1 2
2 3
3 4
4 5

[=20e ]

4) Supposons de plus A symétrique. Montrer que C'B est aussi de rang r.

Exercice 24. PA nilpotente
Soit A € M,,(K). Montrer que A est non inversible si et seulement s'il existe P € GL,(K) telle que PA
est nilpotente.

Exercice 25. Matrice blocs, TPE MP 2012

Soient A, B € M, (C). Quel est le rang et éventuellement l'inverse de la matrice M = (ﬁ g) ?
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solutions

Exercice 1.
1) 3.
2) 4.
3) 2.
4) 3.

Exercice 2.
rg =4 sim? +m?+2+#0, rg = 3 sinon.

Exercice 3.
rg =3si A#2et A #—25.
SiaA=2: I'g:2, 11L1:5L2+9L3
SiA=-25:rg=2, L1 +2Ls+9L3 =0.

Exercice 4.
rg:3sia7é%0ub7é—3, rg = 2 sinon.

1 0 1 1 2
0 1 -2 13 1)°
Exercice 6.

Les colonnes de A engendrent les n — p derniers vecteurs de la base canonique.

Exercice 5.

1
rgABC<2:>:z::13.M:<§)

Gim - o

Exercice 7.
Echange des lignes i et j.

Exercice 10.
1 =

A (y1 yn> = 1g(A) = {2 si (z;) et (y;) ne sont pas constantes
S o1 1 ou 0 sinon.
1 z,
1 oz af % Y. 3 sicard(z;) > 3 et card(y;) 2 3
B=1|: @ : 2y1 - 2ym | =>1g(B) =<2 si mm(card z;), card(y;)) =
1z, 2 Lo 1 ou 0 sinon.

Exercice 12. )
4) A= (?. ’)
i —1

Exercice 14.

Efie
M:%K ; )(1 ew—w)]:rgM@
enit‘)

Le premier mineur 2 x 2 vaut —sin?6 = rg M = 2 si § # 0 (mod 7). Sinon, rg M = 1.

Exercice 16.
E est un sev et un idéal a gauche de M, (R). 1l est isomorphe & L(H,R™) ol H est un supplémentaire
de Im A dans R™. dim E = n(n — rg(A4)).

Exercice 18.
rg = 0 si A est scalaire, rg = 2 sinon.

Exercice 19.
2 ou 0.
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Exercice 23.

1) B admet r lignes indépendantes d’indices iy, ...,i, et C' admet r colonnes indépendantes d’indices
Jis---,jr Soient B’ et C' les sous matrices carrées associées dans B et C. Alors la sous-matrice de A
d’indices i1, ..., 4, pour les lignes et ji,...,j. pour les colonnes est B'C’, de rang r. Donc rg(A) > r
et I'inégalité inverse est bien connue.

2) Soient i1,...,4, r indices tels que les lignes associées dans A sont linéairement indépendantes, et
B € M, ,(R) la sous-matrice correpondante. Par construction, rg(B) = r. Chaque ligne de A
étant combinaison linéaire des lignes de B, il existe C € M, ,(R) telle que A = BC. Et on a
r = nb.lignes(C) > rg(C) > rg(A) = r.

4) Comprendre dans cette question que B, C' ne sont pas forcément les matrices construites en 2. Notons
vect(X) l'espace vectoriel engendré par les colonnes d’une matrice X. De A = BC = *C*B on tire
vect(A) C vect(B) et vect(A) C vect(*C), et tous ces espaces sont de dimension r, donc ils sont
égaux. On en déduit qu’il existe une matrice P € GL,.(R) telle que B = *CP d’ot CB = C!'CP.
rg(C'C) = rg(C) = r et P est inversible donc rg(CB) = 7.

Exercice 25. 1o
Par opérations sur les lignes et les colonnes on obtient que M est équivalente a ( 0 B_A ) On en déduit

que M est de rang égal a rg(A) + rg(B — A) et M est inversible si et seulement si A et B — A le sont.
I 0 A 0 I 1
OnaM:(I I)(O B—A)(O I)donc

= (0 ) Bty ) (G ) = (LR EIN )
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