Propriétés de N

Exercice 1. Dénombrement de N2
Soit f : N

e — o+rtatl)+p

1) Montrer pour ¢ >0: f(p+1,9—1)= f(p,q) +1 et f(0,p+1) = f(p,0) + 1.

2) Montrer que : f(0,p+¢q) < f(p,q) < f(0,p+qg+1).

3) Mountrer que g : n+— f(0,n) est strictement croissante.

4) Montrer que f est injective (on supposera f(p,q) = f(p’,¢’) et on montrera dans un premier temps
quep+q=p +q).

5) Montrer que f est surjective.

Exercice 2. Parties dénombrables
Soit (ng) une suite d’entiers naturels. On dit que la suite est presque nulle §’il existe p € N tel que
VEk > p, np =0, et qu'elle est stationnaire s’il existe p € N tel que VE > p, ni = ny,.
Montrer que les ensembles des suites presque nulles et des suites stationnaires sont dénombrables.

Exercice 3. Propriétés du pged et du ppcm
Soient a,b € N. On pose m =aVbetd=aAb.
1) Soit  un multiple commun & a et b. En écrivant la division euclidienne de x par m, montrer que m | x.
2) Soit x un diviseur commun & @ et b. Montrer que x V d est aussi un diviseur commun a a et b. En
déduire z | d.
3) Comment qualifier m et d pour la relation d’ordre de divisibilité ?

Exercice 4. Bases de numération
Soit b € N\ {0,1} et p € N. Montrer que pour tout entier n € [0,bP — 1], il existe un unique p-uplet
(no, ...,np—1) d’entiers naturels tel que : Vk < p, ny € [0,b—1], et n = i;é nyb".

Exercice 5. Bases de numération
Soit n € N*. Montrer qu’il existe p € N et ng,n1,...,n, € {1,2} uniques tels que n = 220 n2".

Exercice 6. Bases de numération
Soient n,p € N* avec n < pl. Montrer qu’il existe un unique p-uplet (ni,...,n,) d’entiers naturels tel
que Vk <p,ng <k, et n=>7% _ npkl

Exercice 7. Récurrence d’ordre 2
On note a,, = 25™ + 237+4,
1) Trouver a,b € Z tels que : Vn € N, ap12 = a.an11 + b.ay,.
2) En déduire : Vn € N, a,, est divisible par 17.

Exercice 8. Ordre sur NV
Soit E =NN. Pour f,g € E avec f # g, on note ns, = min{k tq f(k) # g(k)}.
On ordonne E par :

Vf,g € Ea f # g<:> (f :g) ou (f(nfvg) < g(nfyg))

1) Montrer que c’est une relation d’ordre total.
2) Montrer que toute partie de F non vide admet une borne inférieure et toute partie de E non vide et
majorée admet une borne supérieure.
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Exercice 9. fo f(n)=n+k
On veut montrer qu’il n’existe pas d’application f : N — N vérifiant : Vn € N, f(f(n)) = n + 1987
(Olympiades 1987).
Soit f une telle application. On pose : E =[0,1986], F =N\ E,G=f(N)NE, H=FE\G.
Démontrer successivement :
1) f est injective,

2) f(F) C F,
3) f-1(F) = FUG,
4) f71(G) = H,

puis obtenir une contradiction.

Exercice 10. f(f(n)) < f(n+1)
Soit f : N — Ntelle que: Vn €N, f(f(n)) < f(n+1). On veut montrer que f = idy (Olympiades 1977).
1) Montrer : Vn e N,V > n, f(z) > n.
2) Soit n € N et a > n tel que f(a) = min{f(x) tq x > n}. Montrer que a = n.
3) En déduire que f est croissante, puis conclure.
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solutions

Exercice 7.
1) a =33, b= —200.

Exercice 10.
1) récurrence sur n.
2) Si a > n, alors a =b+ 1 avec b > n, donc f(b) = n, donc f(f(b)) = f(a) ; contradiction.

n.tex — page 3



